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SUMMARY

Quality aspects of connected pointfields

In this article we discuss the quality of least-squares connected pointfields. Precision and reliability para-
meters are used as quality measures. The quality of exact least-squares connected pointfields as well
as the quality of pseudo least-squares connected pointfields is described. The paper also contains a
review of the necessary theory of statistical hypothesis testing.

1. Inleiding

In het eerste artikel van deze reeks [1]2) is het model van
het rangdefecte lineaire tweede standaardvraagstuk be-
handeld. Hierin hebben we laten zien, dat het rangdefect
van de designmatrix kan worden opgeheven door het
introduceren van zgn. gewogen minimumcondities.
Deze condities leggen de codrdinaatdefinitie vast.

Uitgaande van de in [1] behandeide theorie zijn in het
tweede artikel [2] twee oplossingsmethoden beschreven
voor het onderling aansluiten van twee (of meer) codrdi-
naatbestanden. Hierbij mogen de aan te sluiten sets
codrdinaten ieder een eigen willekeurige coérdinaatdefi-
nitie hebben. Omdat in de oplossingsmethoden ook
rekening is gehouden met een eventueel rangverlies in
de covariantiematrices, is de in [2] beschreven opzet
toepasbaar op ieder willekeurig aansluitprobleem.

In het voorliggende artikel wordt ingegaan op de kwali-
teitsaspecten van deze aansluiting. Na in hoofdstuk 2
enkele basisbegrippen te hebben behandeld, wordt in
hoofdstuk 3 ingegaan op de berekening van (willekeu-
rige functies van) een gedeelte der onbekenden in een
algemene vereffening. Immers, niet alle onbekenden in
de vereffening hoeven voor het eindprodukt van belang
te zijn; men is bijvoorbeeld alleen geinteresseerd in de

') Vervolg van de mini-serie over het aansluiten van puntenvelden.
Deel 1 en deel 2 zijn geplaatst in het mei-, juni- en juli/augustus-
nummer van NGT Geodesia.

Deel 3 wordt geplaatst in twee gedeelten. Hier volgt eerst de
theorie van de kwaliteitsbeschrijving. In het oktobernummer
volgt de toepassing daarvan op de aansluitingsvereffening.

2) De nummers (1] t.m. [8] verwijzen naar ,,Literatuur’” op p. 334
aan het eind van dit artikel.
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codrdinaten, of slechts in een deel der codrdinaten. De
precisie- en betrouwbaarheidsbeschouwingen dienen
dan ook op dat gedeelte der onbekenden betrekking te
hebben.

In de hoofdstukken 4, 5 en 6 wordt vervolgens een résu-
mé gegeven van de algemene theorie betreffende res-
pectievelijk de precisie, de toetsing en de betrouwbaar-
heid. In hoofdstuk 7 worden de toetsingsformules voor
de aansluiting afgeleid. Een nadere uitwerking voor de
betrouwbaarheid van coérdinaten verkregen via de in [2]
beschreven aansluitingsmethoden volgt in de hoofd-
stukken 8 en 9. In hoofdstuk 9 wordt de betrouwbaar-
heid beschreven van de zgn. pseudo-LKK aansluiting,
d.w.z. een LKK-aansluiting met als extra randvoorwaar-
den, dat de coérdinaten van de punten waarop wordt
aangesioten, niet wijzigen. In hoofdstuk 10 tenslotte
wordt schetsmatig de precisie van de coérdinaten be-
schreven.

2. Notatie en enkele begrippen

¥y ~ N(Ax, Qy) ,

mx1
betekent, dat de stochastische m-vector y normaal ver-
deeld is met verwachting A, en covariantiematrix Q,.

2

Tb VoY (b,Ai) N
betekent, dat de stochastische variable T, Chi-kwadraat
verdeeld is met b vrijheidsgraden en niet-centraliteits-
parameter A,

F(by=,dy) = x2(bsA;)/b

waarbij F de Fisher verdeling is.
De norm van een vector x definiéren we als
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1xi? = Kot

Uit de tekst zal blijken voor welke gewichtsmatrix Q' is
gekozen.

= staat voor benaderd.
Indien A een basismatrix is, dan definiéren we de matrix
P, als

_ * 1, -1,% -1

PA = A(A Qy A) AQ‘y
Indien A een rangdefect heeft, dan definiéren we de ma-
trix P, als

Py = (AS)I(AS)"Q) ()M (h) "0}

A

waarbi] AS een basismatrix is van R(A).

Matrix P, is idempotent, d.w.z. P,P,=P,, en kan geo-
metrisch worden geinterpreteerd als een projectiematrix;
zie fig. 1 en [3].

Ppy R(A)

Fig. 1. De idempotente matrix P, als projector.

3. Functies van een deel der onbekenden

In [1] hebben we laten zien, dat bij een LKK-vereffening
onder de nulhypothese

(1) H :

o y'\:N(Ax,Qy),rangA=r

A

het volgende geldt:

(i) Een lineaire functie © = a*x is zuiver schatbaar
onder H, dan en slechts dan als er een vector
| ¢ IR™ bestaat, zodanig dat

(2) a = AN

(i) Indien ® = a*x zuiver schatbaar is, wordt de MVZL-
schatter van © gegeven door

(3) 8 = ax ,

waarbij x een willekeurige oplossing van-de nor-
maalvergelijkingen

4) Ko lax = Al
mag zijn.

(ili) Als X’ een willekeurige LKK-schatter van x onder
H, is met covariantiematrix Q,, dan wordt de
MVZL-schatter van

(5) Xg = Px

met Pg = 1 - vistvhlst
gegeven door

. -1y 1-Loacy*o-1 .
x = SL() Q) ()17 Hs) Q) ly =
(6) .

* -1 -1.* _
Qg = SL(AS) Q) "(AS)1™'S = PQ;, P
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Voor functies van een deel der onbekenden x gelden ver-
gelijkbare resultaten. Ten einde een deel der onbeken-
den te beschouwen, maken we de volgende opsplitsing:
* * * *
X=(X1 xz) s a=(a1 32)’

A= (A Ay ) L YWty

Analoog aan (i) — (iii) geldt dan:

{i') Een lineaire functie © = a,*x, is zuiver schatbaar
onder H, dan en slechts dan als er een vector
| € IR™ bestaat, zodanig dat

(7
11

(8) = 1y

(it') Indien © = a;*x, zuiver schatbaar is, wordt de
MVZL-schatter van © gegeven door

-
(9) 6 = 3%
waarbij X, een willekeurige oplossing van de gere-
duceerde normaalvergelijkingen
- - _ —* _1
(10) A0 Ak = A0y

met A= (1- PAZ)AI R

mag zijn.

(i) Als %; een willekeurige LKK-schatter van x, onder
H, is met covariantiematrix Q,.q, dan wordt de
MVZL-schatter van

(11) o1 = P
g 1.1 -1 1%
met P51 =1 - VIIs] Vyl17s

gegeven door

% = ;005 O R s 1A s o)y
=P M
(12) <

f=]
J
H

N _ * _1 - -1 *
g, = S1HASY) O (ASP1TS,

*
P Q,,P
1%

X
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Hierbij is aangenomen dat A, een basismatrix is. Dit
geldt voor netwerken altijd zolang (in 2D) x, de coordi-
naten van tenminste twee punten omvat. Het bewijs van
(i) — (iii’) kan men vinden in [3].

4. Résumé precisie

De precisie van de LKK-schatters van de onbekenden x
na een vereffening onder de nulhypothese (1) wordt be-
schreven door de covariantiematrix Q,. Voor de beoor-
deling van de precisie is bij puntsbepaling en het aanslui-
ten van netwerken doorgaans alleen de precisie van
coordinaten van belang, eventueel zelfs slechts van een
gedeelte van de codrdinaten. Dit te beoordelen gedeelte
van de onbekenden duiden we aan met x,; Qy, is het
corresponderende gedeelte van Q,. Voor de beoorde-
ling van de precisie beschouwen we nu als in hoofdstuk
3 een willekeurige schatbare functie © van x;:

*

(13) 8 = ajx;

P - ~ -
De precisie-eisen aan © worden in het ailgemeen gefor-
muleerd met behulp van een zgn. criteriummatrix H,,
voor de coordinaten x,: geéist wordt dat
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(14) ot = ‘1°x1‘1 < ‘I“xlal
A.
a
v| Y er|}
0 AZ

Q;, en H,, kunnen hierin ieder een eigen, willekeurige
coordinaatdefinitie hebben. Voor Q;, is deze afhankelijk
van de gekozen set van gewogen minimumcondities [1],
terwiji H,, zelfs geen betrekking hoeft te hebben op
schatbare coérdinaten (als H,, in een zgn. a-stelsel ge-
geven _is), zolang maar afH,,a, het gewenste criterium
voor © levert.

Met de basismatrix

v.L
v vi van N( A A, )
2
J 4

volgt, dat de conditie
4
a A
L
0 A

N

ook kan worden geschreven als
Ld
(15) v =0 of 3 e N(v)

N =

Dus, als V, een basismatrix is van N(V3*), kunnen we
{14) ook schrijven als

s - L = g -
(16) og = a quilvl“ § a Vlelvlu Ya

Aan deze ongelijkheid wordt voor alle a voldaan, indien
alle eigenwaarden p in het algemene eigenwaardepro-
bleem

. - . -
(17) ] vloglv1 - “V1“x1V1 1 = 0

kleiner of gelijk zijn aan 1 : g, = 1.

Een praktisch probleem bij het toepassen van (17) is nog
de berekening van de basismatrix V,. Daarom wordt V,
uit het eigenwaardeprobleem geélimineerd. Met (12)
volgt

- - - - * -], = -1,0* -
(18) vloilvl = (vlsl)[(Alsl) Qy (Alsl)] (vlsl)
Vervolgens schrijven we, gebruik makend van

Ve =V,

sy 1

L - - * - x
(1-s5s7sy) 1s7%) = 5,(575)) Is] en
. -1‘ _
18150 5P, = Py

- - — . -1 _* L] L4 -1,-% -
(19) vluxlvl = (V;5,)(5,5)) slpsluxlpslsl(slsl) (V35

Met {18) en {19) herleiden we het eigenwaardeprobleem
(17) 1ot

- - * -1,= =1
LTSRS ) Q) (Rysy)) 1
* - . - L - - *
- ul(535)7'5 1P K, PSS (S8 TN 1 0

ofwel, gebruik makend van het feit dat V'S, vierkant en
regulier is

@1 (R Eysy 7 -

uiises ) stp WPt s (stsyh | =0
171 1 $1 % % 1'7171
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Deze formule lijkt nogal ingewikkeld, maar kan eenvou-
dig worden berekend, indien het codrdinatenstelsel
wordt gedefinieerd door het niet-stochastisch veronder-
stellen van twee netwerkpunten, de zgn. basispunten. In
dat geval kan de eerste matrix in (20) worden berekend
als de inverse van de normaalmatrix, gereduceerd voor
x,, waaruit de basispunten zijn geélimineerd. Voor de
tweede matrix, de S-getransformeerde criteriummatrix,
zijn analytische formules voorhanden; zie [4] en [5].

Zoals gezegd kan de vector x, betrekking hebben op
alle codrdinaten van het puntenveld, maar ook op
slechts een deel (deeinet). Met behulp van deelnetten
kunnen dan qua precisie zwakke delen van het punten-
veld worden gelokaliseerd.

Naast het controieren of de precisie aan een gesteld cri-
terium voldoet, kan het algemene eigenwaardeprobieem
(20) ook worden toegepast om de parameters in H,, zo-
danig te bepalen, dat een goede vervangingsmatrix voor
Q,-(‘ wordt verkregen. Laten we de structuur van H,
onveranderd en nemen we genoegen met een met de
scalar ¢ geschaalde H,,, d.w.z. c.H,,, dan kan voor de
scalar ¢ de grootste eigenwaarde p,,,, van (20} worden
genomen. De matrix ¢.H,, is op deze wijze een heel
voorzichtige vervanging van Q;,: de precisie wordt
nooit onderschat, maar een groot aantal schatbare func-
ties van %, kunnen wel flink worden overschat.

indien deze wijze van vervanging is toegestaan, heeft zij
het grote voordeel, dat men de precisie van de vector X,
met siechts een paar parameters kan beschrijven. Voor
het aansluitingsprobleem van vrije netwerken aan het
RD-netwerk heeft deze methode al zijn grote nut be-
wezen; zie {4] en [7]. De vraag of deze methode van ver-
vanging ook op geheel andere aansluitingsproblemen
adequaat kan worden toegepast, moeten we voorlopig,
vanwege het ontbreken van kennis omtrent de juiste
structuur van H,,, nog onbeantwoord laten.

5. Résumé toetsingstheorie

Met toetsing wordt beoogd de aannamen (de zgn. nul-
hypothese) omtrent het mathematisch model, dat be-
staat uit functiemodel en kansmodel, te controleren. (n-
dien deze nulhypothese niet juist is, zijn de berekende
LKK-schatters ¥ en % niet optimaal en geeft de precisie
een onjuist beeld van de mogelijke afwijkingen van de
berekende schatters ten opzichte van hun verwachtings-
waarde.

De nuihypothese wordt mathematisch beschreven als

(21) H : y

o ~NA x , Qy ) , rang A = Th -

mx1 mxn nxl  mxm

Naast het controleren van H, heeft de toetsing ook tot
doel de eventuele onjuistheden in de nulhypothese zo
scherp mogelijk te kunnen aanduiden. Dit laatste ge-
beurt door na te gaan of een ander, ruimer model, een
zgn. alternatieve hypothese H, beter bij het waarne-
mingsmateriaal past dan H, om vervoigens:

— hetzij de nulhypothese aan te passen aan het waar-
nemingsmateriaal, bijvoorbeeld foutieve waarnemin-
gen weglaten, standaardafwijkingen aanpassen: H,
wordt vervangen door H,..

— hetzij het waarnemingsmateriaal aan te passen aan
de nulhypothese, bijvoorbeeld fouten verbeteren,
overmeten.

Bij een zorgvuldige inschakeling van het model zal de
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tweede optie in het algemeen de voorkeur verdienen,
omdat het waarnemingsmateriaal immers niet aan de ge-
koesterde verwachtingen voldoet. In dit kader richten
we ons op mogelijke fouten in het functiemodel, zodat
we in zijn algemeenheid als alternatieve hypothese for-
muleren, zie [3], {6], [7):

(22) H y ~ N A x+Civi,Qy),

mx1 mxn nxl

a.’
3 mxb bxl  mxm

rangCi=b, lgbg m-rp -

In de toetsing wordt de nulhypothese verworpen, zodra
wordt aangetoond, dat een alternatieve hypothese signi-
ficant beter is. Hiertoe wordt het verschil beschouwd
tussen de twee LKK-schatters van de verwachting van
y, verkregen onder de nulhypothese en onder de alter-
natieve hypothese, met als toetsgrootheid:

@3) T o= [ 5Kg - 5, 1] 2

Deze toetsgrootheid kan uit het resultaat van de vereffe-
ning onder H, worden berekend als:

(24) T, = é'o;lci[C;Q;IOEQ;ICil'IC:Q;IE >
waarbij
(.
€ = (I-P )y de LKK-correctie
(25) ¢ Q= (I-p)0
(e AS[(AS)‘Q;I(AS)J'I(AS)‘Q;1

De toetsgrootheid T, heeft als verdeling, zie [3]:

indien H, geldt: T, v xz(b,o) = bF(b,=;0)

(26) indien K. geldt: T, v x2(b.hy) = bF(b,=3d),
1 ®x x _ _1
1 met: )\1. = VicileqéQ_y Civi
waarbij A de niet-centraliteitsparameter van de toets is.

De toets houdt in:
(27) Verwerp Mo als Ty 350 = bR

waarbij X2, de te kiezen kritieke waarde is. Verwerpen
van de nulhypothese houdt overigens niet automatisch
in: ,,aanvaard deze alternatieve hypothese’’. Vele ande-
re alternatieve hypothesen kunnen nog beter bij het
waarnemingsmateriaal passen. De kunst is die alterna-
tieve hypothese te vinden, welke het beste past en
tevens plausibel is. Hiertoe zijn verschillende toetsstrate-
gieén ontwikkeld, met als succesvol voorbeeld ,,data
snooping”’ in de B-methode van toetsen; zie [4], [6], [7]
en [8].

Afhankelijk van de formulering van de alternatieve hypo-
thesen, met name de dimensie b van V, in het functie-
model, kan de algemene beschrijving van de toetsgroot-
heid T, in (23), c.q. (24) nader worden uitgewerkt:

1. Globale toets

De globale toets heeft primair tot doel te controleren of
de nulhypothese mogelijk onjuist is. Hiertoe wordt de
alternatieve hypothese zo ruim mogelijk beschreven, na-
melijk met C; zodanig dat de matrix

(28) { AS : (:i ) vierkant en regulier is, dus b = m=ry.

De bijbehorende toetsgrootheid T.,_,, is dan af te lei-
den door uitwerking van {24), maar volgt eenvoudiger uit
(23). immers m = r, + b, zodat onder deze alternatieve
hypothese aan de waarnemingen geen voorwaarden
worden opgelegd. Dus

(29) SARN Y o=y,
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zodat met {26)

Tory = | G511 - 616, 0] z
- oy -]
2
= el
ofwel
(30) Tor, " e'q;lé

De verdeling van T,,_,, en de toets voigen eenvoudig
uit (26) en {27) door b te vervangen door m—r,. Ver-
werping van de nulhypothese geeft door de ,,ruimheid"”’
van de alternatieve hypothese geen enkele indicatie om-
trent specifiecke fouten in de aannamen in de nuihypo-
these: ,,alles’”” kan fout zijn.

Voor het verifieren van een nadere specificatie in de
alternatieve hypothese dienen beide volgende toetsen.

2. b-dimensionale toets
Hierbij geldt
(31) rang C,.[ =b; 1lgb g m-ry

De alternatieve hypothese is hier nader gespecificeerd,

maar hiervoor zijn meerdere parameters V. nodig.

Voorbeelden zijn:

— nagaan of een refractiemodel beschreven met meer-
dere parameters nodig is;

— de codrdinaten van een of meer aansluitpunten zijn
beide fout;

— het puntenveld is affien vervormd.

In dit geval vindt men volgens de algemene formulering

(24) als toetsgrootheid:

PNV BSOS SES SRS SL IS N
(32) Ty = €0Q,CI00 0.0, €170 8

met een verdeling en toets als in (26} en (27).

3. Eéndimensionale toets (w-toets)

De alternatieve hypothese wordt hierbij met gebruik-
making van slechts één parameter Vi gespecificeerd,
zodat de matrix C; een vector ¢; wordt (b=1). Uit (24)
volgt dan

JRPCHTS RTINS SRS G St
Tl = € Qy C.'[C,le Qéoy c’ll C.IQy €

. tegte?

LS -
c1-0y QéQy ¢

ofwel
* -1
1c.Q &l
(33) twot =1 —y
[* 1, o1
ciQy QéQy <,

De verdeling luidt:

indien H_ geldt : T~ xZ(1,0)  resp. W~ N(0,1)

(38) C indien Hai geldt: T Xf(li)‘i) 1r‘ess. LF N(\/i'i,l)
met: A, = ciQ; QEQ,; LA

en de toets:

(35) Verwerp Ho als: T1 PY X§;1 resp. lw;l 3 Nia

Als de nulhypothese wordt verworpen, is de meest
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waarschijniijke alternatieve hypothese die H,, waarop
met een der drie bovengenoemde typen toetsen is ge-
toetst en waarvoor het quotiént T,/X2, het grootst is.
Dit geldt echter alleen, indien de kritieke waarden X2,
bij verschillende dimensies b onderling worden afge-
stemd volgens de B-methode van toetsen:

s s o1 -1
(36) ORI 2 W K A

= A(ai.Bo,b) = constant

Omdat nooit alle mogelijke alternatieve hypothesen
kunnen worden getoetst, dient aitijd zeer zorgvuldig te
worden nagegaan welke toetsen moeten worden uitge-
voerd; de kans op het optreden van een bepaalde alter-
natieve hypothese speelit daarbij een belangrijke rol.

6. Résumé betrouwbaarheid
Door middel van betrouwbaarheidsparameters wordt be-
schreven in hoeverre de uitgevoerde toetsen in staat zijn
foutieve aannamen in de nulhypothese te constateren,
de zgn. inwendige betrouwbaarheid, en wat het effect
kan zijn van onontdekte fouten na toetsing op de bere-
kende LKK-schatters, de zgn. uitwendige betrouwbaar-
heid.
De inwendige betrouwbaarheid, de grootte van de
modelfout voigens H, welke door de toets met onder-
scheidingsvermogen 8 kan worden aangetoond, wordt
bepaald door de niet-centraliteitsparameter 4, van de
toets, waarvoor geidt, zie .(36):

x & -
(37) A VicifJ,IOEOYICiV,- - constant
Met (25) kunnen we (37) ook schrijven als

(37") N (RN RRA | 2 . constant

(37), c.q. (37’) beschrijft een b-dimensionale (hyper)-
ellipsoide als meetkundige plaats voor de vector V, op-
dat deze modelfout (de zgn. grenswaarde) met onder-
scheidingsvermogen 8 wordt gedetecteerd. in het alge-
meen is de b-dimensionale vector V, dus niet eenduidig
uit (37) te bepalen. Met de eenheidsvector e gedefi-
nieerd als

(38) e = /1%

kunnen we de hyperellipsoide (37) c.q. (37°) in para-
metrische vorm schrijven als:

A
(39) G = Gey [==—T—T—
e ciQy Qéoy Cie
De norm
. 2 s -1
(40) Ny 1G] = 569 6GY

van de modelfout C; V, kan dan met (39) worden be-
rekend als

s % ]
e CiQ Ce

L D R 7~ 7 o vl
B et ) e

Een bovengrens van A;, wordt gegeven door

A

(42) Ny €
waarbij u., de kleinste eigenwaarde is van het alge-
mene eigenwaardeprobleem

@3) 1ot

. -1
- uC, . = 0.
iy gy uCIQyC1I

Twee in de praktijk veel voorkomende gevallen zijn de
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tweedimensionale toets op een mogelijke fout in (de
twee codérdinaten van} een gegeven punt (een ,,versto-
ring”’) en de ééndimensionale toets op een mogelijke
fout in een enkele waarneming. In het tweedimensionale
geval kan de grenswaarde-ellips (37), door te stellen

(44) e = ( cosy siny )' ,
met behulp van (39) ais functie van de richting y worden
beschreven als

A
(45) (7)), = Cye 1T
mx2 2x1 ¢ ciQy Qéoy Ce
e = (cosy siny)‘
In het ééndimensionale geval (w;-toets, b=1) vinden
we met |lell =1 en C,=c; uit {39):

(46) vyl =

De inwendige betrouwbaarheid beschreven door C; V;
of 4, kan voor sommige alternatieve hypothesen onein-
dig siecht zijn: sommige modelfouten zijn met de gege-
ven nulhypothese eenvoudig niet te ontdekken. Daarom
wordt altijd voorafgaande aan de realisatie van de meet-
opzet een aantal alternatieve hypothesen geselecteerd
aan de hand waarvan men de betrouwbaarheid wil be-
oordelen. Een belangrijk selectiecriterium hierbij is de
kans op optreden van een alternatieve hypothese. De in-
wendige betrouwbaarheid kan dan middels de opzet van
het model H, (de verkenning) worden beinvioed.

Door de formulering van de alternatieve hypothese mid-
dels C; V, beschrijft de inwendige betrouwbaarheid in
feite de invioed van de modelfout op de waarnemingen:
(47) E(y I Hy} - E{y I Hai } o= gy, MOET v,y
Hieraan is ook de aanduiding A, voor de norm van de
modelfout ontleend; vergelijk met (37°}):

(48) Ay, = JEIHY - Etyik 3]
2 1
<ol
2
Iosv

"

Van meer praktisch belang is evenwel de zgn. uitwen-
dige betrouwbaarheid. Dit is de invioed van een model-
fout op het eindresultaat, ofwel de invioed op reievante
schatbare functies van (een gedeelte x, van) x. Met (6)
wordt de invioed van een modelfout Vy op de onbe-
kenden gegeven door

(49) E(XIH, } - E(RIH ) = v’i\x
v, L B P
= SL(AS)"Q) " (AS)17(AS) 0 0y

op de vereffende waarnemingen door:

. - A S P
(50) E{yIHai} - E{yIHo) =Vy = AVx = PTuy
en op de LKK-correcties door:
(51) E{IH, } - E{EIH} = V.2
1 A

De invioed van een modelfout Vy op het deel x, wordt
met (12) gegeven door

a _ - * .1,= - = _
(52) o= s IR RS IRS) Gy
Voor een willekeurige schatbare functie © van het rele-

vante deel x, van de onbekenden vinden we dan met
(8), (9) en (52}):
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N (9) * A\
(53) vie = alv‘ix1
(8) * /N *
1 I§1V,ix1 » want a; = A11
(8) * A *
= 1 (I-PAz)l\lvix1 ,want 0 = Azl
_ ]t- el -
= Alv'ixl , omdat A\1 = (I-PAZ)AI
(52)
= leviy »
waarbij
54 Pz = (A s R,s,017 R, s, ) %)
(54) i (AySPDTAS) Q (RS R)s,) Q
Daar

RCA;: Ay ) =R(A;: A )
t E = - i ‘1 =
met A (I PAZ)Al en Alqy A2 o, »
wordt het verband tussen P, en Pz, gegeven door, zie
fig. 2 en ook [3]:
(55) P, = Pz + P

R((I-PAZ)A

= R(Kl)

R(A;)

Fig. 2. Verband tussen de projectoren Pz, en Pp,

Vanwege

(56) Pz = P N
Al QyPAIQy PAI .

wordt (53):

(57) V.0

*

. -1
QPR 0 PR i

* -1
(P70, 0} (P 39)

D%, 0 0% 73] cose

met a =& (PEIQyI, P‘Tlviy)

E A
en bovengrens voor | V®! wordt dus gegeven door:

A
(58) lwiel < 1PR QPR

Met
2 _ yoptolp
(59) " PT\IQy]“ =1 Q.yPAIQy PAIQyT
56) ,
= 'IPKle'l
(5_>4) * - S 1,
= URS)UERS ) (R (RS )T
(12) ,_ .
= VA% A
(8) « "
= lAloilAll
(8) «
= 0%

9 , !
= O
e

en

(54) . g o —
60} || Px v.yH 2 = -1 T e 1*0-1 2l oo *-l
(60} ]| PA1v1y" viy (RS LAY QU (A ST (R)S)) 0, v,y
(52) A & s 1= - A~
= Vixl[AIQy Allvixl
~
= vl
noem
T Mg

kan (58) ook worden geschreven als

A

(61) 1 9.0 1 < 0. JA, .
1 gV X1

De absolute waarde van de grenswaarde van een wille-
keurige schatbare functie © = afx; wordt dus van boven
begrensd door het produkt van de standaardafwijking
o5 en de lengte YA, van de uitwendige betrouwbaar-
heidsvector Vx,. Een handige formule voor de bereke-
ning van ks, leiden we af via:

(40) )
(62} Ny o Il
- ey P+ vy f
(51) 2 A o
= Py |©+ Ivsed]
(37') )
i L7\S2 R
(55)
= JPg vl 2 +[iPa Viyllz N
60y 2

= A

. e 2
1,x1+"PA2V1.y" N

zodat

(63)] . . _ _ _ * -1 * -1, (-1,* -1
1%y A'i,y )"i viy Qy AZ(AZQy AZ) AZQy viy

Het handige van deze formulering ligt in het feit, dat in
tegenstelling tot (60) 4 ;, met behuip van (63) kan wor-
den berekend zonder dat de vector V;xh\expliciet is ge-
geven. De berekening van de vector Vi, vergt in het
algemeen namelijk de inversie van vrij grote matrices. De
betrouwbaarheidsmaat Az, wordt ook wel aangeduid
met A-streep.

Merk op dat formule {63) het verband geeft tussen de in-
wendige betrouwbaarheid A;, en uitwendige betrouw-
baarheid ;4. In de praktijk wordt de uitwendige be-
trouwbaarheid veelal beschreven met behulp van de
grootheden &, ;, in plaats van de vectoren Vx,. De vec-
toren Vx, zijn namelijk moeilijk hanteerbaar vanwege
de afhankelijkheid van de basis- of codrdinaatdefinitie en
vanwege de grote aantallen getallen: iedere alternatieve
hypothese levert een vector V, x,. De A;;,’s zijn daaren-
tegen onafhankelijk van de gekozen oneindig gewogen
minimumcondities. Formule (61) geeft dan de mogelijk-
heid om het effect af te schatten op een wiliekeurige
schatbare functie ©.
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Over het aansluiten van puntenvelden (3):
Kwaliteitsaspecten van de aansluiting (vervolg)')

door dr. ir. P. J. G. Teunissen, ir. M. A. Salzmann en ir. H. M. de Heus, Faculteit der
Geodesie van de Technische Universiteit Delft.

7. Toetsing bij aansluiting

In [2]2) hebben we laten zien dat het model van de aan-
sluiting, de nulhypothese H,, kan worden geformuleerd
als:

(1) ' ;
% 1 :
oD N R
. 2 . y :
(64) H: E L2 - X2 S
2 Y2 %3 P(2)
‘ 0 : Q
2(2) 1ovkilt P %

We beschouwen de volgende drie klassen van alternatie-

ve hypothesen:

H.: Een modeifout E[*'"] ten gevolge van een onont-
dekte fout in netwerk (1).
Het zal duidelijk zijin, dat een fout in E{x{"} niet
met het model {64) vait te constateren, daar %"
niet in het conditiemodel van {64) voorkomt. Een
fout in E{%)"} kan daarentegen wel met (64) wor-
den getoetst, maar voor het kunnen identificeren
van een fout in E{%}""} als een bepaalde onontdekte
fout in netwerk (1) hebben we de oorspronkelijke
designmatrix (meetopzet) van netwerk (1) nodig.
Deze zal in de praktijk echter veelal niet meer voor-
handen zijn. Bovendien kan het voorkomen, dat
ten tijde van de aansluiting de oorspronkelijke co-
variantiematrix Q,'"' niet meer bekend is en daar-
om zal moeten worden volstaan met een {benader-
de) vervangingsmatrix. Men zal dus bij het ontwer-
pen van netwerk (1) niet te veel vertrouwen moe-
ten hebben in de ,,detectiekracht’’ van model (64}
voor fouten in E{x{""} ten gevolge van onontdekte
fouten in het netwerk. Netwerk (1) zal zelf be-
trouwbaar genoeg moeten zijn om mogelijke mo-
delfouten via toetsing te kunnen opsporen.
De bij de hypothesen H, behorende betrouwbaar-

—

') Voortzetting van de mini-serie over het aansiuiten van punten-
velden; deel 1 en deel 2 zijn geplaatst in het mei-, juni- en juli/
augustus-nummer van NGT Geodesia.
Nu volgt het restant van deel 3 dat werd begonnen in het
septembernummer.

?) De nummers (1} t.m. [10] verwijzen naar ,,Literatuur’’ op p. 400
aan het eind van dit artikel.
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heid verkriigen we door de uitwendige betrouw-
baarheid 7' x"" van netwerk (1) via model (64)
voort te planten. In de hoofdstukken 8 en 9 komen
we hierop terug.

Hg: Een modelfout in E[X}'] (of E[%?]) ten gevolge van

bijvoorbeeld een puntidentificatiefout of een affie-
ne deformatie.
Deze modelfouten zijn wel toetsbaar met model
(64). De bijbehorende toetsgrootheden en inwendi-
ge betrouwbaarheid zullen hieronder worden afge-
leid.

Hc: Een modelfout in E{%?] ten gevolge van een on-
ontdekte fout in netwerk (2).

Op grond van symmetrieoverwegingen geldt voor
H¢ hetzelfde als hetgeen voor H, is gesteld.

Hypothesen Hg

In [2] hebben we laten zien, dat model {(64) kan worden
gereduceerd tot het deelmodel

(65) Hy: E{d}=—V;t,Qd.
Met de alternatieve hypothese

t
(66) Hai:E{d}z(-vé:ci)[v].Od-
i

levert toepassing van (30) voor de globale toets van
model (64) de toetsgrootheid:

T = %l

= ede €4 » met

(67)

&4
Uitgeschreven geeft (67):

T = dod, net

_(I-V%[vé-'oalvé']'lvé'oal)d . (zie [21,(9))

(67')
P RS TN S0S RPN T |
O = 0y - QI 0T
Wanneer gebruik wordt gemaakt van de resultaten van
hoofdstuk 7 in [2]:

RS SRS TR IS RS AT |
(68) o = g7 - Qg vpIv; 031 sy

1o ) 4 g1 4 slityl
Psz[Psz(QZZ + 03 )Psz + 5555 177

2
V [V‘ v -1 ®
21Y204Y,1 7Y,

397



ziet men, dat de toetsgrootheid T onafhankelijk is van de
gekozen gewogen minimumcondities in beide netwer-
ken. De globale toets voor model (64) toetst dan ook of
de beide overlappende delen van de twee netwerken ge-
lijkvormig zijn of niet.

Voor het afleiden van de toetsgrootheid T, behorende
bij de b-dimensionale toets van model (64) maken we ge-
bruik van (32). Dit geeft dan:

UL O T RS RS BE S
(69) Ty = 40y C4ICi0y %l Ci? G0 e
Uitgeschreven geeft (69):
70 T = d Yo c.17 Lk
(70) p = dociIcec)cod.

Om de bij deze toets behorende beschrijving van de in-
wendige betrouwbaarheid te verkrijgen, gaan we uit van
(37):

(711) A

x s 1 -1
i T %Gy Qéde ;Y
*x Xk
= vicio civi = constant .

Analoog aan (39) vinden we dan:

X,
(12) 69, = Cey|
e Ci° Cie

Daar deze grenswaarden betrekking hebben op de aan-
sluitpunten, noteren we in plaats van (72) ook g x4 (of
Vv x?). Ook de toetsgrootheid T, en de grenswaarden
(72) zijn onafhankelijk van de gekozen gewogen mini-
mumcondities. We merken hier alvast op, dat de inwen-
dige betrouwbaarheid die behoort bij de hypothesen H,
voor zowel de LKK-aansluiting als pseudo LKK-aanslui-
ting geldt (zie de hoofdstukken 8 en 9).

Mogelijke keuzen voor de C,-matrix zijn:

(73) € = (0....

*

10....)",

voor het toetsen van punten per codrdinaatrichting,
0....10...1"

(78) c = s
0....01....

voor het toetsen per punt, en

Q0 *
(75) C=|---14a "al--- ,

0o 0

Y X

voor het toetsen van een affiene deformatie (zie [3]).

8. Betrouwbaarheid bij LKK-aansluiting

We zullen nu formules afleiden voor de invioed van een
modelfout, geformuleerd volgens de drie klassen van
alternatieve hypothesen H,, Hg en H¢, op het relevante
deel van het eindresultaat van de aansiuiting, namelijk
de vereffende codrdinaten. Daartoe partitioneren we het
aansluitingsmodel zoals aangegeven in (64). In de nota-
tie van de eerste zes hoofdstukken geldt dan:

I 0 Xy
I 0
A1 = I s Az = vJ' N xl = XZ s Xz =t
I vg X3
\
(76) '2(1)
1 ol o
1 & e
y = 2 s Q= v.y = i
iéz) y 2 T v.x(2)
0 o{®) i
2(2) X
3

\
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We nemen nu even aan, dat beide netwerken met eindig
gewogen minimumcondities zijn vereffend. Dan name-
lijk is matrix Q, van (76) regulier en inverteerbaar. De
uitwendige betrouwbaarheid berekenen we (62} met be-
hulp van:

2 a2 2
77) Mg T Io ™ - 155e] © -1 P71 I -
Hypothesen H,
In dit geval is Yx? = 0 en dus

-1
2 1) (1 1
(8) ] ? - vl ()
Tevens is AjQ,'yyy = 0 en dus
2
(79) || P, [*=0
Met .
GO A R LA R RS
(78), (79) en X4 2= A% volgt dan uit (77) dat
* -1 .
A 1) 401 1 1
(81) % S vix1 o oD vxi o A

Daar ¢ x!" de uitwendige betrouwbaarheidsvector is
van de schatbare codrdinaten, beschrijft de eerste term
van het rechterlid van {81) de uitwendige betrouwbaar-
heid A{Y, ;, van het gehele eerste netwerk. Dus:

(82) A = Agl) 0o - vixél) [ Vixél) (exact)

Met behulp van (68) kunnen we (82) ook schrijven als

g2y A =l

*
- (1) * (1),0(2)yp*
iz Ps,lhs, (0zp 02 0P+
s sist* i lp g (D)
of als 22 s 172

o g 1), - )
- Vi{(l)‘Qzlvig(l)]
waarbij
(83) vit(l) = -[Vé'Q;lV;]'lv;'Qalvixél) ;
- * -1,4,-1
0; = [v; Qg V517t

zie [2] formule (9).

De term met de transformatieparameters in (82"’} neu-
traliseert het regulariseringseffect van Qg '. Dat wil zeg-
gen dat deze term ervoor zorgt, dat de uitwendige be-
trouwbaarheidsparameter Ay de verandering van vorm
van het aangesloten netwerk beschrijft. Het niet in reke-
ning brengen van deze extra term komt bijvoorbeeld
voor in de fotogrammetrie, indien bij de betrouwbaar-
heidsbeschrijving geen onderscheid wordt gemaakt tus-
sen zgn. ,,a-stelsels’”” en schrankingsstelsels [101.

De formules (82) zijn exact, maar hebben het praktische
bezwaar dat de gehele vector ¢ .x)" bekend moet zijn.
Een bruikbare benadering van (82) welke dit bezwaar
niet heeft, verkrijgen we door gebruik te maken van de
vervangingsmatrix H en het algemene eigenwaardepro-
bleem. Veronderstel dat

(1) * . (L)p*
Ps (CZ H22)P52 - PSZQZZ Ps2 ’

Psz(céz)H

(se) * (2)p*

Yo o= P Q35'p
22 Sy So 22 Sy
waarbij de scalars ci!' en ¢ via het algemene eigen-
waardeprobleem (zie hoofdstuk 4) zijn verkregen. Dan
geldt

(1),.(2)
¢y ey

(85) Psz(og)wé;))r’;z : 3

1),*
p_qllp
s, 22 Sy

NGT GEODESIA 87



Met (82') geeft dit

AL (1) € (1)
86 A oo = AL - AL (benaderd) | ,
(86) i,% 1,&1,22 c;I’+c;2; 1.,

waarbij A}, de uitwendige betrouwbaarheid beschrijft
van het deelnet van aansiuitpunten van netwerk (1).

Zowel de exacte formule (82) als de benaderingsformule
{86) laten zien, dat de aansiuiting een verbetering van de
betrouwbaarheid (voor wat betreft de hypothesen H,)
tot gevolg heeft. De verbetering is echter marginaal, in-
dien c4" kiein is ten opzichte van c{'. Denk hierbij aan
aansluiting van een vrij netwerk aan een hogere orde

(RD) netwerk.

Hypothesen H,

Toetsen we voor een modelfout in E{%}"'} dan isy x? =0
en 7xiV=0. Met

* -1
( v:v1 2 Vix(l) Q)gl) vi"(l) , waarbij ViX{1)= 0
2
Il psziy" =0
(&7 A2 A L2
9] © = N9l © = 2y » zie (1)
B

[ Mg T Mg

volgt uit (77) dat
B

* -l
(88) 1f 5 = vpxM ol Tox) L a, waambij v (Vs 0.

Door onze aanname dat de vereffening van netwerk (1)
met eindig gewogen minimumcondities is uitgevoerd,
beschrijft A%, van (88) het effect van v,x'" op niet-schat-
bare codrdinaten. We willen echter het effect op schat-
bare codrdinaten beschrijven. Dit betekent dat in plaats
van de weging met (Q}") " in (88), gewogen moet wor-
den met de oorspronkelijke normaalmatrix van netwerk
(1). Daarom wordt de juiste betrouwbaarheidsbeschrij-
ving in plaats van {88) gegeven door:

B .. 1),* | wlel®, -1 1
(89) 3 g = v ele, of )Ps + 54 Psvix( Y

Vixgl)- 0 (exact)

Een benaderingsformule voor (89) is nu niet nodig, daar
de vectoren ¥ x'" bij de aansluitingsvereffening kunnen
worden berekend.

De betrouwbaarheidsmaat A3, van (89) heeft betrekking
op alle codrdinaten van de twee aangesloten punten-
velden. Beperken we de uitwendige betrouwbaarheids-
beschrijving tot alleen het deelnet van de aansluitpun-
ten, dan vinden we naar analogie van het bovenstaande:

89’ A a1t e oflpt 4 sat®ylp ol L
(899 72" P, P 05, P+ 257 1 P Vi i

i.)‘tz

Hypothesen H
Vanwege de symmetrie met H, vinden we

*

c . ,(2) - (2) (2)
00| Mz T Mx,e, T V%2 @V (exact)
en

(2)

c . (2 €2 (2)
(91) As = A - by (benaderd)

i,% 1,22,23 C;Ij+c;2) 1,22
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9. Betrouwbaarheid bij pseudo LKK-aansluiting

In sommige toepassingen van de aansiuitingsproblema-
tiek kan het voorkomen dat als extra eis wordt gesteld,
dat de coérdinaten van één van de twee puntenvelden
(bijvoorbeeld netwerk (1)) ongewijzigd moeten blijven.
Denk bijvoorbeeld aan het aansluiten van een vrij net-
werk aan een hogere orde netwerk (RD) of aan het uit-
breiden van een digitaal codrdinatenbestand. Gaan we
ervan uit dat op netwerk (1) wordt aangesloten, dan kan
dit type van aansluiting worden gerealiseerd door model
(64) te vereffenen met QY = 0. We spreken dan van
een pseudo LKK-aansiuiting.

Bij een pseudo LKK-aansluiting zullen, vanwege QY =
0, de LKK-correcties aan de coérdinaten van netwerk (1)
gelijk aan nul zijn, en de LKK-correcties aan de coérdina-
ten van netwerk (2) zodanig zijn, dat de vereffende codr-
dinaten van de aansluitpunten van netwerk {2} samen-
vallen met die van netwerk (1). Hoewel de vereffening
wordt uitgevoerd met QY = 0, zal de toetsing met de
oorspronkelijke Qi moeten worden uitgevoerd. Toet-
sing met Q! = 0 is immers onrealistisch en zal te snel
leiden tot een ten onrechte verwerpen van de nulhypo-
these, dus in het geval dat geen modelfouten in de ge-
geven coordinaten van netwerk (1) aanwezig zijn.
Doordat bij de pseudo LKK-aansluiting met de oorspron-
kelijke QY wordt getoetst, zal de inwendige betrouw-
baarheidsbeschrijving gelijk zijn aan die van de strenge
LKK-aansluiting. Dus de toetsings- en inwendige be-
trouwbaarheidsformules van hoofdstuk 7, behorende bij
de hypothesen Hp, zijn op zowel de strenge als pseudo
LKK-aansluiting van toepassing.

Ondanks dat de inwendige betrouwbaarheid bij de twee
typen van aansluiting gelijk is, zal de uitwendige be-
trouwbaarheid duidelijk verschillend zijn. Immers bij de
pseudo LKK-aansluiting wordt de vereffening met Q{"
= 0 uitgevoerd, terwijl bij de strenge LKK-aansluiting
wordt vereffend met de oorspronkelijke Q. Daar de A-
grootheden de vervorming van (een deel van) een net-
werk ten gevolge van modetfouten beschrijven, kan voor
de pseudo LKK-aansluiting de uitwendige betrouwbaar-
heid behorende bij de drie klassen van alternatieve hypo-
thesen H,, Hy en H. vrij gemakkelijk worden berede-
neerd.

Hypothesen H,

We hebben ¥ x""=0. Stel nu dat ook alle coérdinaten
van netwerk (2) ongewijzigd zouden blijven. Dan zou
vervorming, beschreven door AY, ;,, onveranderd blij-
ven. Dus

A (1)
(92) AL, o= ALt
i,% 1,x1,x2

Deze formule is exact. Vergelijking van {92) met (82) of
(86) geeft aan dat, voor wat betreft de hypothesen H,,
de betrouwbaarheid bij pseudo LKK-aansluiting siechter
is dan bij strenge LKK-aansluiting. Het verschil zal echter
marginaal zijn, indien c{" kiein is ten opzichte van c¥'.

Hypothesen H,

Toetsen we voor een modelifout in E{x{"], dan hebben
we Vx?=0 en ¥ x{"=0. De bij de toetsing op model-
fouten in E{2{"} behorende grenswaarden Vx}" zijn ge-
lijk aan die zijn verkregen bij de strenge LKK-aansluiting.
Nu beschrijft |1yxy"l|2 de vervorming van het deelnet
van de aansluitpunten vo6r de aansluitingsvereffening.
Bij de strenge LKK-aansluiting wordt deze vervorming
over alle codrdinaten uitgesmeerd. Bij de pseudo LKK-
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aansluiting blijft de vervorming |Igx"112 echter ,,zitten
waar die zit’’. Daarom, vergelijk met (89):

-
(93) A,?'i . vix(l) P:[Pscgl)P; + S"‘S‘L']-lPsvix(l) ; V‘xgl)- 0

Deze formule is exact. Ook hier is dus de betrouwbaar-
heid slechter dan in het geval van een strenge LKK-
aansluiting.

Hypothesen H.

We hebben Vx!"=0. Stel nu dat ook alle codrdinaten
van netwerk {2) ongewijzigd zouden blijven. Dan zou
analoog aan (92) gelden dat A; = A%, ;.. Bij de pseudo
LKK-aansluiting worden echter de coordinaten van het
deelnet der aansiuitpunten gelijkgesteld aan die van net-
werk (1). Dit betekent, dat de vervorming A%, van het
deelnet van aansluitpunten van netwerk {2) bij de pseu-
do LKK-aansluiting niet wordt overgenomen en dus van
A%, x; moet worden afgetrokken. Daarom geldt het vol-
gende:

(94) A

Ook deze formule is exact. Vergelijking van (94) met (90)
of (91) laat zien, dat de betrouwbaarheid voor wat be-
treft de hypothesen H. bij de pseudo LKK-aansluiting
beter is dan bij de strenge LKK-aansluiting. Dit komt,
omdat bij de pseudo LKK-aansiuiting een deel van de
vervorming van netwerk (2} niet wordt doorgegeven.

10. Precisie bij aansluiting

De precisie van de codrdinaten na aansiuiting wordt be-
schreven door hun covariantiematrix. Deze covariantie-
matrix wordt verkregen door toepassing van de voort-
plantingswet der covarianties op de codérdinaatbereke-
ningsformules. Voor de LKK-aansluiting zijn deze formu-
les in het tweede artikel [2] afgeleid; zie formules (13) en
(63). De codrdinaatberekeningsformules voor de pseudo
LKK-aansluiting aan netwerk (1) verkrijgt men dan door
substitutie van Q" = 0.

De precisie van de LKK-aansluiting is uiteraard beter dan
die van de pseudo LKK-aansluiting. Immers, zoals aan-
gegeven in het eerste artikel [1] is minimale variantie één
van de eigenschappen van de LKK-schatter van schat-
bare functies. Tevens zal bij LKK-aansluiting de precisie
van het puntenveld na aansluiting beter zijn dan véor de
aansluiting.

Bij de pseudo LKK-aansluiting aan netwerk (1) blijft ech-
ter de precisie van het eerste netwerk onveranderd, ter-
wijl de precisie van het tweede netwerk beter of slechter
wordt, afhankelijk van het feit of de precisie van de aan-
sluitpunten in netwerk (1) beter dan wel slechter is dan
de precisie van de aansluitpunten in netwerk (2). im-
mers, bij pseudo LKK-aansluiting zijn de codrdinaten van
de aansluitpunten na aansluiting die van netwerk (1)
voor aansluiting.

Wat betreft het testen van de precisie na aansluiting kan
men dezelfde procedure volgen zoals aangegeven in
hoofdstuk 4, dat wil zeggen door de covariantiematrix
van de codrdinaten via het algemene eigenwaardepro-
bleem te vergelijken met een criteriummatrix. Ook ten
aanzien van het opstellen van een vervangingsmatrix
kan men in principe dezelfde weg volgen zoals aangege-
ven in hoofdstuk 4. Het zal echter duidelijk zijn, dat men
in vergelijking met de precisiebeschrijving van een
zelfstandig homogeen netwerk meerdere parameters
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nodig zal hebben-voor de precisiebeschrijving van aan-
gesloten puntenvelden, vooral als het een aansluiting
van puntenvelden betreft welke langs geheel verschil-
lende weg tot stand zijn gekomen.

Het probleem van de precisiebeschrijving wordt hierbij
vooral bepaald door de relatieve precisie tussen de cobr-
dinaten x, en x; na aansluiting. We zijn nog niet in staat
gebleken — een aantal bijzondere aansluitingsproble-
men daargelaten — om een goede en tegelijkertijd sim-
pele vervangingsmatrix te construeren voor het alge-
mene aansluitingsprobleem. Het vinden van meer gedif-
ferentieerde vervangingsmatrices, met eenvoudige en
realistische schattingsmethoden voor de precisiebe-
schrijvende parameters en de mogelijkheid van een
variabele afstemming op de praktische behoefte, heeft
dan ook in het kader van de aansluitingsproblematiek
prioriteit.

11. Samenvatting

In dit artikel zijn we ingegaan op de kwaliteitsaspecten
van de aansluitingsvereffening. Achtereenvolgens zijn
aan de orde gekomen de algemene toetsings-, betrouw-
baarheids- en precisietheorie, de toetsing bij aansluiting
en de precisie en betrouwbaarheid bij respectievelijk een
LKK en pseudo LKK-aansiuiting; zie ook [9].

Bij de aansluiting zijn we uitgegaan van drie verschillen-
de klassen van alternatieve hypothesen: H,, een modei-
fout in E{x"} ten gevolge van een onontdekte fout in
netwerk (1); Hy, een modelfout in de cobérdinatenvector
van de aansluitpunten ten gevolge van bijvoorbeeld een
puntidentificatiefout of een affiene deformatie; H., een
modelfout in E{x?} ten gevolge van een onontdekte
fout in netwerk (2). De toetsing bij aansluiting kan
slechts betrekking hebben op de hypothesen Hg. Hier-
voor hebben we de globale en b-dimensionale toets-
grootheid met bijbehorende inwendige betrouwbaarheid
afgeleid. De uitwendige betrouwbaarheid van alle drie
de klassen van alternatieve hypothesen hebben we met
behulp van de A-grootheden beschreven, zowe! voor de
LKK-aansluiting als pseudo LKK-aansluiting. Deze A-
grootheden geven dan samen met de a posteriori preci-
sie van schatbare functies de mogelijkheid om een
bovengrens te geven voor de invioed van modelfouten
op de onder de nulhypothese berekende schatbare
functies.

Met dit derde artikel sluiten we de algemeen theoreti-
sche beschouwingen van de aansluitingsproblematiek
af. Met behuip van de gepresenteerde theorie zuilen in
het vierde en laatste artikel praktische voorbeelden wor-
den uitgewerkt voor verschillende toepassingen, waarbij
{met enige vereenvoudigingen in het kansmodel) veelal
analytische oplossingen kunnen worden gegeven.
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