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SUMMARY

On the adjustment for the connection of pointfields

In this article a general method is derived for connecting overlapping pointfields. In particular attention
is givgn to rankc.iefici_encies in the coordinate covariance matrices. A regularization method for singular
covariance matrices is given. It is shown that the linear least-squares estimators of the coordinates and
transformation parameters are invariant for the regularization method. No explicit use is made of the
theory of generalized inverses. Some numerical examples are given.

1. Inleiding

In het eerste artikel [1]2) is het model van het rang-
defecte lineaire tweede standaardvraagstuk uitgebreid
behandeld. In [1] hebben we onder andere laten zien,
dat het rangdefect van de designmatrix kon worden op-
geheven door het introduceren van zgn. gewogen mini-
mumcondities. De eigenschappen van de berekende
LKK-schatters, zoals de zuiverheid van de schatters en
de rang van hun covariantiematrices, zijn sterk afhanke-
lijk van de gekozen set van gewogen minimumcondities.
Bij de zogenaamde aansluitingsvereffening, waarbij men
met twee (of meer} codrdinaatbestanden te maken
heeft, welke in de rege! op verschiliende coérdinaatdefi-
nities zijn gebaseerd, zal men dus terdege rekening moe-
ten houden met de genoemde afhankelijkheid. Men zal
bijvoorbeeld rekening moeten houden met eventuele
singulariteiten in de covariantiematrices van de codrdi-
naten.

In dit artikel wordt een algemeen aansluitingsmodel voor
het aansiuiten van twee (of meer) coérdinaatbestanden
geformuleerd. Er wordt rekening gehouden met een
eventueel rangverlies in de covariantiematrices. Twee
oplossingsmethoden worden gegeven. De twee metho-
den verhouden zich tot elkaar zoals het eerste en tweede
standaardvraagstuk zich tot elkaar verhouden.

De eerste oplossingsmethode wordt afgeleid door ge-
bruik te maken van de uit de vereffeningstheorie [2] of
[3] bekende formule van ,,x"-grootheden’. We laten
zien hoe eventuele singuliere covariantiematrices kun-
nen worden geregulariseerd zonder dat dit de LKK-
schatters van de coérdinaten na aansluiting en de trans-
formatieparameters beinvioedt. De aansluitingsvereffe-
ning (inclusief de genoemde regularisatie) worden aan
de hand van een uitgewerkt rekenvoorbeeld geillus-
treerd.

De tweede oplossingsmethode leiden we uit de eerste
af. Deze alternatieve methode maakt gebruik van S-
transformaties, wat voor het meest algemene geval van
aansluiting neerkomt op het in principe tweemaal toe-
passen van de (gelineariseerde) gelijkvormigheidstrans-
formatie. Ook voor deze methode wordt een rekenvoor-
beeld gegeven.

') Vervolg van de serie artikelen over het aansluiten van punten-

velden. Deel 1 werd geplaatst in het meinummer 1987 van dit
tijdschrift,
Dit tweede artikel wordt geplaatst in twee gedeelten. Hieronder
volgt eerst een overzicht van de aansluitingsvereffening met een
voorbeeld. In het juli/augustusnummer volgt een alternatieve
formulering met behulp van S-transformaties.

De nummers [1] t.m. [8] verwijzen naar ,,Literatuur” op p. 235
aan het eind van dit artikel.
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2. Aansluitingsmodel

Veronderstel dat twee eikaar overlappende tweedimen-
sionale netwerken — netwerk (1) en netwerk (2) — onaf-
hankelijk van elkaar gemeten en vereffend zijn. We be-
schikken dan over de codrdinaten (x", y"), (x?, y?)
i=1,...n met bijbehorende covariantiematrices. Daar
de twee coérdinaatbestanden een verschillende coérdi-
naatdefinitie kunnen hebben {(d.w.z. verschillende ge-
wogen minimumcondities [1]), zal in het aigemeen voor
de verwachtingswaarden gelden dat:

usl) cosa sina x&z) t,
(1) £ mlf " A E (2) +
¥{ -sina cosa ¥§ ty

Met andere woorden, de twee puntenvelden worden
verondersteld gelijkvormig aan elkaar te zijn. We nemen
model (1) als uitgangspunt voor onze aansluitingsveref-
fening. Daar het model niet-lineair is, zullen we het eerst
moeten lineariseren. Linearisatie van (1) geeft dan:
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Hierbij hebben we voor de eenvoud aangenomen, dat
voor de benaderde waarden van schaal en rotatie de
waarden A°=1 en a°=0 mogen worden genomen. Deze
keuze zal voor de meeste praktische toepassingen vol-
doende goed zijn. Is deze keuze van de benaderde
waarden niet toereikend, dan zal men betere waarden
moeten berekenen en/of meerdere iteraties van de ge-
lineariseerde vereffening moeten uitvoeren. Voor meer
informatie betreffende de berekening van benaderde
waarden en keuze van iteratiemethoden: [4]. In vector-
notatie kunnen we (2) schrijven als:
3) ey - ey avke
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Hebben we te maken met twee driedimensionale net-
werken, zoals bijvoorbeeid bij de aansluiting van satel-
lietnetwerken [5], [6], {7], [8], dan volgt het lineaire ver-
band (3) uit de linearisering van de driedimensionale
gelijkvormigheidstransformatie.

Hanteren we de volgende notatie voor de partitionering
van de vectoren x'" en x? (fig. 1):
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X; ¢ ny-vector van codrdinaatincrementen van de vrije
punten in netwerk (1).

X, I ny-vector van codrdinaatincrementen van de aan-
sluitingspunten.

X3 I ng-vector van de codrdinaatincrementen van de
vrije punten in netwerk (2).

Fig. 1. Overlappende puntenvelden.
dan kunnen we uitgaande van (3) het gelineariseerde
model voor de aansluitingsvereffening formuleren ais:
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Merk op dat we er hierbij van zijn uitgegaan, dat we de
codrdinaten na aansliuiting in het coérdinatenstelsel van
het eerste netwerk wensen te krijgen. Willen we nu het
LKK-algoritme op het lineaire model (4) gaan toepassen,
dan zullen we de covariantiematrices of delen daarvan
moeten inverteren. Dit is echter niet altijd mogelijk. We
weten immers [1], dat de covariantiematrix van de LKK-
schatter X dan en slechts dan inverteerbaar is als de co-
variantiematrix Q_ van de gekozen gewogen minimum-
condities positief definiet is. In alle andere gevalien zal
de covariantiematrix van de LKK-schatter X in het rang-
defecte lineaire model singulier en dus niet inverteerbaar
zijn. Het eventuele rangdefect in de covariantiematrices
van (4} is dus een gevolg van het rangdefect in de
designmatrices met behulp waarvan de twee netwerken
afzonderlijk zijn vereffend. Hoe kunnen we nu het rang-
defect in de covariantiematrices opheffen? In hoofdstuk
4 zullen we laten zien, dat we de covariantiematrices van
(4) op een bepaalde manier mogen regulariseren zonder
dat dit de LKK-schatter van X in model (4) beinvloedt.
We nemen daarom alvast aan, dat de covariantiematri-
ces van (4) regulier en dus inverteerbaar zijn.

3. LKK-oplossing van de aansluitingsvereffening

De LKK-schatters van E{%y""} en E{%¥} worden uitslui-
tend bepaald door de coérdinaten XY en X2 van de
aansluitpunten. Zij zijn dus niet afhankelijk van de codr-
dinaten X{" en %2 van de vrije punten in beide netwer-
ken. Dit betekent, dat we ons voor de bepaling van de
schatters E{%}"} en E{?} kunnen beperken tot het deel-

model:

af) 1o |« o) o
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De codrdinaten van de vrije punten in beide netwerken
zijn nu te interpreteren als zgn. ,,xP-grootheden’. Zij
krijgen een LKK-correctie afhankelijk van hun correlatie
met respectievelijk X" en X',
Hoewel deeimodel (5) al gemakkelijker is te hanteren dan
het lineaire mode! (4), kunnen we nog een stap verder
gaan door de verschilvector d van X' en X2 te be-
schouwen. We definiéren:
(6) a0 afl) L ef)

o
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Uit (5) volgt, dat de LKK-schatter t van de transformatie-
vector t uitsluitend bepaald wordt door de verschilvector
d. Dit betekent, dat we ons voor de bepaling van t kun-
nen beperken tot het eenvoudige deelmodel:

M E{d) » -vzt ¢ Q.

Met betrekking tot dit model zijn nu alle codrdinaten
P, %Y, %2 en 2, xR-grootheden” geworden. Zodra
de LKK-residuenvector van d bekend is, kan men de
LKK-correcties van de codrdinaten met behulp van de
uit de vereffeningstheorie [2] bekende formule van de
,.xP-grootheden’’ berekenen. Deze formuie luidt respec-
tievelijk in de zgn. index-, Tienstra- en mathematisch-
statistische notatie:

ay RN 95151
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We zullen in het vervolg de Tienstra-notatie aanhouden.

Het deelmodel (7) is geformuleerd als een tweede stan-
daardvraagstuk. De designmatrix — Vi heeft volle rang.
De rang van de covariantiematrix Q, hangt af van de
rangen van de twee covariantiematrices QYY) en Q. We
nemen voorlopig even aan, dat Q, volle rang heeft en
dus inverteerbaar is. Toepassing van het LKK-algoritme
van het tweede standaardvraagstuk op (7) geeft dan
voor de LKK-schatters van respectievelijk t, d en de resi-
duenvector van d:
9t =gy el
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Met behulp van de LKK-residuenvector &, en formule
{8b) kunnen de LKK-correcties aan de codrdinaten wor-
den berekend als:
——
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De LKK-schatters van de onbekende codrdinaten x,, X,
en X, van model (4) worden dan berekend als:
g o« s g
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Merk op dat %,+ Vit en %,+ Vit de LKK-schatters van
respectievelijk E[%?} en E{x?'] zijn. Dus de LKK-schat-
ters van X, en X; worden verkregen door de LKK-
schatters van E{%?] en E{x?] met behulp van de trans-
formatievector t na te transformeren. De LKK-schatters
van E{x?] en E{%?} zijn immers nog in het codrdinaten-
stelsel van het tweede netwerk gedefinieerd.

Door na te gaan hoe de uit de twee afzonderlijke vereffe-
ningen verkregen codrdinaatschatters met de verschii-
vector d correleren, kunnen we door samenvoeging van
de formules {9}, (10) en (11) de uiteindelijke LKK-oplos-
sing van de aansluitingsvereffening berekenen. Daar

ad ANV IDC ¢ | R TV INCRPN I
T T | R R

(e (2) 4* (2) (2) 4* (2)
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volgt tenslotte uit (9), (10} en (11) dat:
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Bij het gebruik van formule (13) voor de aansluitings-

vereffening is de rekengang dus de volgende:

® Men stelt de verschilvector d met bijbehorende co-
variantiematrix Q, op.

® Na inversie van Q, (eventueel na regularisatie, zie
hoofdstuk 4) berekent men met behulp van {13a) de
LKK-schatter van de transformatievector t.

o De LKK-correcties van de coérdinaten van beide net-
werken worden berekend op grond van het verschil
d—d.

o De vereffende coérdinaten van netwerk (2) worden
vervolgens met behulp van de transformatievector t
getransformeerd om tenslotte codrdinaten in het
codrdinatenstelsel van het eerste netwerk te krijgen.

4. Regularisatie van Q,

We hadden al opgemerkt, dat in het algemeen de co-
variantiematrices van de coérdinaten singulier en dus
niet inverteerbaar zijn. Nu is oplossing (13) pas te gebrui-
ken als Q, regulier is. Wat te doen als Q, singulier is?
We zullen laten zien, dat we een singuliere Q, a/tijd op
een bepaalde manier kunnen regulariseren zonder dat dit
de LKK-schatters van {13) beinvioedt. Daartoe bewijzen
we dat zowel Q' (d —d) als t invariant zijn onder de ge-
noemde regularisatie.
Eerst bewijzen we dat:

3 led) - v,
(18)

b E = N1 - g, ga,,) ) @
waarbij matrix V, een basismatrix is van de nulruimte
N(V3*). Uit de vereffeningstheorie weten we, dat er
twee standaardformuleringen van het vereffeningsmo-
del bestaan, namelijk het eerste en het tweede stan-
daardvraagstuk. Beide geven identieke resultaten. Mo-
del (7} is als een tweede standaardvraagstuk geformu-
leerd. Om de eerste standaardvraagstukformulering van
{7) te verkrijgen, vermenigvuldigen we (7) voor met de
basismatrix V;. Daar V;V3 = 0, volgt dat
(15) v;E(a}-o;od
Toepassing van het LKK-algoritme van het eerste stan-
daardvraagstuk op (15) geeft dan voor d en &,

a) &= (1.0, ;) ¢
(16)

b) &g = d-d x-quh00¥) N
Voorvermenigvuldigen van (16b) met Q;' geeft dan
(14a).
Uit {13b) volgt dat
an [ -(vg'vg)‘lvé‘&‘
Substitutie van (16a) in (17) geeft dan (14b).
Nu merken we op, daar V3"V, = 0, dat
(18) R AR A
voor iedere keuze van Q,.
Dit betekent, dat we bij de berekening van (14a) en (14b)
in plaats van Q, ook gebruik mogen maken van de som
Q,+V O1V** (14) is dus invariant voor de additionele
term V;Q,V3* . Bij de aansluitingsvereffening mag men
daarom altijd voor Q, de matrix
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nemen.
Nu weten we [1], dat de covariantiematrix Q, + V*Q,V*+*
van de codrdinaten regulier is, als Q, positief definiet
wordt gekozen. Dit betekent, dat de covariantiematrix
Q, van (19) regulier en dus inverteerbaar is, als Q, posi-
tief definiet (bijvoorbeeld Q,=1) wordt gekozen. We
kunnen dus altijd een eventuele singuliere Q, met be-
hulp van de additionele term ViQ,Vi* regulariseren,
zonder dat de oplossing (13) hierdoor verandert.

Is de som Q) + QF zelf al regulier, dan wordt in (19)
Q, = 0 gekozen.

5. Invariantie van (X} %) %3)*

In onze formulering (4) van het lineaire model van de
aansluitingsvereffening zijn we ervan uitgegaan, dat we
de codrdinaten na aansluiting in het codérdinatenstelsel
van het eerste netwerk wensen te krijgen. Dit betekent,
dat de LKK-schatter van de coérdinaatonbekenden (x;
x; x3)* onafhankelijk moet zijn van de in het tweede net-
werk gekozen gewogen minimumcondities. Dit blijkt
echter niet direct uit formule (13). Als we immers in het
tweede netwerk op een andere set van gewogen mini-
mumcondities overgaan, zullen zowel de coordinaten-
schatter X%, de covariantiematrix Q,'?, als de transfor-
matievector t veranderen.

In [1] hebben we laten zien, dat we elke LKK-schatter %
van het rangdefecte lineaire model kunnen schrijven als:

S
(20) .

Sby g - %, * QROtVL‘ . v"o"o + vhg vt

waarbij X, een particuliere oplossing is van de normaal-
vergelijkingen. We zullen nu de afhankelijkheid van
oplossing (13) van de additionele termen in {20} onder-
zoeken.
Stel dat we in het tweede netwerk op een ander stel van
gewogen minimumcondities overgaan, d.w.z. we gaan
over op een andere coérdinaatdefinitie. Geven we de bij
de nieuwe codrdinaatdefinitie behorende schatters aan
met een accent, dan geldt volgens (20):

I R T

O T

(21) .
2 * "'zl°t"$

o o) - o * o, KRR
»
"; ";ociz M ";"t"é

(2)

o o) - G O *

1°. De afhankelijkheid van f
Uit (16a) volgt dat
(22) i < 4 - odvz(v;odvz)‘lv; d
Vervangen we volgens (21) d en Q, door respectievelijk:
a) 4 = d- vg t
b Qg = gy ¢ %, K "Jz"tx2 + Ry
0,dnaard’,

< d-ve- "Jz'thz"z("z"a"z’ v, d

(23)

dan transformeert, daar V;V3 =

(23) é

Met (14a) is dit ook te schrijven als:
b a-v;t-vlvtxaal(d-d
Met (17) en (25) voigt dan, dat . bij overgang op een nieu-

we cobrdinaatdefinitie t naar t' transformeert als:
(26) o= et thzod - d)

(25) d

2°. De afhankelijkheid van Q;' (d—d)
Daar volgens (14a)
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(27) G- &) = LGy

volgt, omdat V;\= = 0, dat Q; ' (d - d) onafhankelijk is
van de additionelz =men welke in (21) optreden. Met
andere woorden, :27: is onafhankeljjk van de in beide
netwerken gekozer codrdinaatdefinities.

Een andere manier om dit in te zien, is de volgende. Stel
dat matrix A de rangdefecte designmatrix is van het
tweede netwerk. Da~ is AV* = 0 of in gepartitioneerde
vorm

(28) (& A,)l{
AN

Wil el

Daar V een basismazix is van N{(V**), geldt
(29) R(AT) ~ RO
Uit

(30) (v 0)

oW

volgt dan, dat de kolommen van de matrix (V5 0)* in de
kolomruimte R(V} = R(A¥) liggen, maar dit betekent [1]
dat de lineaire functies V;x, en V;E{d} schatbaar zijn en
dus onafhankelijk van de gekozen gewogen minimum-
condities.

3°. De afhankelijkneid van (%5 %3)*
Met de nieuwe codrdinaatdefinitie in het tweede net-
werk wordt de tweede set van vergelijkingen van (13c¢):
(31) . QG- 8 + (3

. 2 oo
23 ‘:(4), X "

Iy

~

We zullen laten zien dat

(32) iz.] ) [‘2]
2:', 13
Uit (21 a&b) volgt dat
4 ) SN
@ (4 =
(33) " = (!‘_“ t
[ASEEN
Ji) R

Met (21 c&d), (27) en V3* V, = 0 volgt dat:

o2 B
{3) #lgle-i o 2helaady of 2o 03l - &)
0(2). d ‘ (2) d txz d
L 32 “32 3
en met (26) volgt dat:
(35) K t KRk t " 0, 05l - &)
) = T - - -d
""; '3_ '5 '5 txp

Substitutie van (33), {34) en (35) in (31) geeft dan ten-
slotte (32).

Dus (%5 X3)* is inderdaad onafhankelijk van de gekozen
gewogen minimumcondities van het tweede netwerk.
Omdat (%7 %;)" dit ook is, is dus de gehele oplossing
{13c) onafhankelijk van de in netwerk (2) gekozen coér-
dinaatdefinitie.

6. Voorbeeld: waterpasnetwerk

Om het een en ander te verduidelijken, zullen we twee
eenvoudige waterpasnetwerkjes met verschillende coér-
dinaatdefinities aansiuiten.

Netwerk (1) en (2)

Het eerste waterpasnetwerkjé bestaat uit de drie punten
1, 2, en 2', en het tweede uit de drie punten 3, 2, 2’
(fig. 2).

De punten 2 en 2 zijn de aansluitpunten. De twee lineai-
re modellen op grond waarvan de twee waterpasnet-
werkjes afzonderlijk worden vereffend, luiden:

232

2 2

1 © 3

o)

2" 2"

Fig. 2. Het aansluiten van twee waterpasnetwerken.
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De designmatrices van beide netwerken zijn singulier en
de basismatrix V!, welke de nuiruimte van de design-
matrices opspant, luidt:

1
(38) v

1
We nemen aan, dat de covariantiematrix van de geme-
ten hoogteverschillen voor beide netwerken een een-
heidsmatrix is. De singuliere normaalmatrices zijn voor
beide modellen gelijk en worden gegeven door:

2 -1 -1
(39) Mrefa 2 a

-1 -1 2

Codrdinaatdefinitie

NETWERK (1)

Voor netwerk (1) beschouwen we drie verschillende

codrdinaatdefinities.

1. De hoogte h{" van punt 1 wordt gesteld op de waar-
de ¢ met een fictieve variantie van Q. = 10.

2. De hoogte hi" van punt 2' wordt vastgeprikt op de
waarde 0, d.w.z. deze minimumconditie wordt onein-
dig gewogen.

3. De hoogte hi"’ van punt 2 wordt vastgeprikt op de
waarde 0.

NETWERK (2)

Voor het tweede netwerk beschouwen we twee verschil-

lende cobrdinaatdefinities.

1. De hoogte h? van punt 3 wordt vastgeprikt op de
waarde 0.

2. De hoogte h$? van punt 2 wordt vastgeprikt op de
waarde ¢ = b.

Vrije LKK-vereffening

We weten [1], dat de oplossing van het rangdefecte li-
neaire model met gewogen minimumcondities

wordt gegeven door

£ s usn i) gl ¢ vhstele
(41)
O = St luasn s 4 vhsttehy g v sy v
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De afzonderlijke vereffening van de twee waterpasnet- £ en %2, en de covariantiematrices Q,'" en Q,'” sterk

werkjes met de verschillende codrdinaatdefinities is in afhangen van de gekozen coérdinaatdefinitie. De covari-
tabel 1 in stappen uitgevoerd. We zien dat de schatters antiematrix Q,'" van het eerste netwerk behorend bij de
koordinaatdefinities
netwerk (1) ; netwerk (2)
05 (1) _ 155 N (2) _ (2) _
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8 il o e 0 8 I v T S R a (327 *hz 223 | 4
3 3 3 ~ - - 3 R
_opfl) (1) (1) _p A1) p (1) op (1) _pl2) o (2) o (2)
3c 2h12.+h2,2+h21 hlZ' h2|2+2h21 0 h32| hzuz"’fzzs
an(1)p1) 4 (1) ‘
(1) 4(2) 1|28z [ | 1 1 (1o (0 (D) [ 1hr ) @) (2] | 21]4(2) 0002040 (2)
S 3 e (13 2 Mzt Bhagthay ||| SfPhaetheehesT| | 5 Z“z'z*':gs
+
(1) (1) _op (1) hiD)on (1) (1) (2) 4 (2) _pp(2)
i i O e 1 i L T 9 hz1#hai~2has 15
\ +3c . S J “ L /
30 30 30 g g 1 8 0 0 0 Nz i 0
o{", of?) U 32 a1 1o o0 243 2 0 El o 2 1 2y 2
o 31 22 3 e o 1o 3 2 ¥Lo o
oll), of2) jfet g o ¢ |20 2 1 R
L 3 3 3 3 3
31 32 0 2 gy 2 1 2 0 0
(1)_p L1} (1) (1) _op (1), (1) (2)_pi2)_(2) (2)_5p(2) 1 (2)
Zhyz=za-Nyy 9 hyzi=Zhaigthay M3pi=hzio=hgs B3z 2"2'2*:§3
(1) o(2) o y
LGk o) _on () || 3-n{EleangHniD] | 2 @@ a3
nenil-anil) | | 512" haratha | | 0 afpiatmsil-anis)| | 3 15
+3c

Tabel 1. Vereffening van twee waterpasnetwerken voor vijf verschillende keuzen voor de codrdinaatdefinitie.
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eerste codrdinaatdefinitie is regulier, omdat de hoogte aan netwerk {2) met h? vastgeprikt op de waarde 5. Uit
h{" met een fictieve variantie Q. = 10 gewogen is. De tabel 1 volgt dat

vier andere covariantiematrices zijn singulier, omdat de W) d - g o1 R R L TS
bijpbehorende minimumcondities een oneindig gewicht ety ) e st yae s
hebben meegekregen. en
1) (2) 1|32 3 112 o 1 |3# %

) ] (46) o = Gl eofy . 3 - -
Verschilvector d en matrix Q, n 3 0o o VY
De aansluitpunten ziin 2 en 2’'. De verschilvector Matrix QL) is regulier, maar matrix QF is singulier. De
d = & — %' van de coordinaten van de aansluitpun- som van beide matrices is echter regulier.

ten en de covariantiematrix Q, zijn afhankelijk van de in
beide netwerken gekozen coérdinaatdefinities. We be-
schouwen de volgende vier gevallen:

3. Aansluiting van netwerk (1) met hY! vastgeprikt op
de waarde 0, aan netwerk (2} met hi? vastgeprikt op de
waarde 5. Uit tabel 1 volgt dat

1. Aansluiting van netwerk (1) met h{" = cen Q_ = 10, w2 4 g
aan netwerk (2) met h{?’ vastgeprikt op de waarde 0. Uit (87) o = 5o ofD) . % Jh%li S s
tabel 1 volgt voor de verschilvector d: en a2
(). @, 42w, el ao@ o 2f® O] af? 0L e
PR ( SN C N 1["‘};) P ‘o "] O AL [o z] '3 [0 N Il P
3 -3th ¢3h23 -5 +s + 3
.. . i m 2 sinauli i
waarbij s voor de sluittermen staat. Dus Nu zijn zowel @y als Qz singulier. De som Q, is echter
CTURNEV RN BRIN ) regulier.
(43) @ @@ @ 4, Aansluiting van netwerk (1) met hi" vastgeprikt op
L TR TR de waarde 0 aan netwerk (2) met h{’ vastgeprikt op de
Voor de covariantiematrix Q, krijgen we waarde 0. Uit tabel 1 voigt dat
), ), 1) 02 .
() q = o) +afd .1 L U L IS Rl (49) PR O I [’3"2'2’3"2-2 s s 15]
3lar 2) 3|1 2 3132 = en 3 - 15
Zowel QY en QF als de som Q, zijn regulier. (50) o - ol oo 1 2 o] g2 0), st 0
2. Aansluiting van netwerk (1} met h{" = c en Q. = 10 o0 o o) oo
Aansluiting
Ve (11) 1 2 3 4
d zie (42) zie (45) zie (47) zie (49)
\ ; 3\
L (38 3 N ELE [ 2 0) (7 3
Q4 (evt. na regularisatie) = = - -
AT 3l 3 3o 2 33 3
4 3 / W _ W
- IR E: -31) sf ! 0 NE 3
d
Mlse 3 2l 3 Z2 ] o 1 & 7]
VJZ"QEI L. 2) 2 3) 31 1) 1o a)
4 127 2 4
127 1
*o-1,0,-1 <L =
(vi'o;lvg) 1 12 3 !
(1 1) 1, 3 (1, 1,) (0 o)
Qg3 oy v vyt L 2Ny s EN AN 1
d "2'°2°d "2 2 d
a | ] 127173, 9, 21, 4|, 4
\ ) L /4 4 | /2 2} \
( ) (.3 3 (1, 1, ( )
-1 -1 *o-1oy =108 o1 33 -33 31°/, -31%/ ly =7t 3 -3
Qg ~0g Va(¥7 0 V) V7 L 3P 4 3l T2 2 %
44 127 3 3 2 1 1
-33 33 - 31 - -3 3
L ) L 3 /4 /4 L /Z /2) L )
_3nkD) (2) , (1) _ ((2)
-l( . 3h?_.2 + 3h2.2 +s s
Q; (d-9) =
d 4 (1) _ qp(2) _ (1), ((2)
3hgs - 335 - s +s

Tabel 2. Aansluitingsvereffening van de twee waterpasnetwerken bij vier combinaties van keuzen voor de coérdinaatdefinitie van de
beide netwerken.
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Beide matrices QY en QF zijn singulier, terwijl ook de
som Q, singulier is. Volgens de theorie mogen we deze
singuiiere matrix met behulp van de additionele term
V3V3* regulariseren. Daar V3 van de vorm

1
i

is, volgt dat we de covariantiematrix Q4 van (50) mogen
vervangen door

« o) (1 1
(s2) o = o)) +of2 4 vy .:l’[o o].[

Deze matrix is regulier.

Het uniek zijn van Q;' (d-d)

Volgens (13 a&b) wordt de term Q' (d —d) berekend
als

63 e d = (o) - gyl ) e

Volgens de theorie moet deze term onafhankelijk zijn
van de gekozen coordinaatdefinities en van een even-
tuele regularisering van Q. In tabel 2 is de berekening
van (53) voor de hierboven genoemde vier gevallen van
aansluiting in stappen uitgevoerd, en inderdaad zien we
dat de matrix Q7' — Q7 'VAIV3* Qg Vi~ 'VE*Qg ' en de
vector Q7' (d—d) voor alle vier de gevallen identiek
zijn.

Literatuur

1. Teunissen, P. J. G., M. A. Salzmann en H. M. de Heus, Over
het aansluiten van puntenvelden (1) — Het rangdefecte lineaire
tweede standaardvraagstuk. NGT Geodesia 1987, no. 5, p.
181-188.

2. Baarda, W., Statistical Concepts in Geodesy. Netherlands Geo-
detic Commission, Publications on Geodesy, New Series, Vol.
2, No. 4. Delft, 1967.

3. Baarda, W., A Testing Procedure for Use in Geodetic Net-
works. Netherlands Geodetic Commission, Publications on
Geodesy, New Series, Vol. 2, No. 5. Delft, 1969.

4. Teunissen, P. J. G., The Geometry of Geodetic Inverse Linear
Mapping and Non-Linear Adjustment. Netherlands Geodetic
Commission, Publications on Geodesy, New Series, Vol. 8, No.
1. Delft, 1985.

5. Adam, J., F. Halmos and M. Varga, On the Concepts of Com-
bination of Doppler Satellite and Terrestrial Geodetic Networks.
Acta Geodaet., Geophys. et Montanist. Acad. Sic. Hung., Vol.
7 (2}, p. 147-170.

6. Peterson, A. E., Merging of the Canadian Triangulation Net-
work with the 1973 Doppler Satellite Data. The Canadian Sur-
veyor, Vol. 28, No. 5, p. 487-495.

7. Rummel, R., Geodetisch gebruik van traagheidsnavigatie en
van het Global Positioning Systeem. NGT Geodesia 1987, no.
1, p. 2-9.

8. Teunissen, P. J. G., Some Remarks Concerning RETrig Phase
/. 1AG, Section |-Networks, Subcommission for the New
Adjustment of the European Triangulation (RETrig), Publ. no.
16, p. 156- 160, Minchen, 1986.




Over het aansluiten van puntenvelden (2):

De aansluitingsvereffening (vervolg)?)

door dr. ir. P. J. G. Teunissen, ir. M. A. Salzmann en ir. H. M. de Heus, Faculteit der
Geodesie van de Technische Universiteit Delft.

7. Een alternatieve formulering met behulp van
S-transformaties
Bij de afieiding van (13) hebben we gebruik gemaakt van

'( Voortzetting van de mini-serie over het aansluiten van punten-
velden; deel 1 werd geplaatst in het meinummer; nu volgt het
restant van deel 2 dat in het juninummer werd begonnen.

2) De nummers [1] t.m. [11) verwijzen naar ,, Literatuur’” op p. 273
aan het eind van dit artikel.

270

het in tweede standaardvraagstuk vorm geformuleerde
model (7). Dit betekende dat we, voordat we de term
Q;' (d —d) van (13b) konden berekenen, eerst de
transformatievector t met behuip van (13a) moesten be-
rekenen. We kunnen echter de oplossing van model (4)
ook zo formuieren, dat de berekening van t en de bijbe-
horende transformatie pas achteraf gebeurt. Daartoe
herschrijven we oplossing (13) eerst als:
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( 3\ 4 (1)\ 4 (1)\
N
. (1
X2 % i
a) )'(2 = 2£2) + +Q§g) Qd (d - d)
: (2 2
\X3J \Xg U \+Q§2)
(59) b) t = (557 IsEN(x, - Xy)
% Xy -V N
c) X =1 . + 10t
X3 Xq -V3

Formules (54a) en (54c) verkrijgen we door (13c) in twee
delen te splitsen. Een eerste deel, namelijk (54a), dat af-
hankelijk is van het verschil d — d, en een tweede deel,
namelijk (54c), dat betrekking heeft op de met behulp
van t uit te voeren transformatie. Merk op dat X, en X,
de LKK-schatters zijn van respectievelijk E{x?] en
E{x?}. Dus de coérdinaatschatters X, en X, zijn gedefi-
nieerd in het codrdinatenstelsel van het tweede netwerk.
Formuie (54b) volgt uit de eerste set van vergelijkingen
van (54c). Merk op dat t onafhankelijk is van de keuze
van de basismatrix S3, mits Si*V4 vierkant en regulier
is.

Met, zie (14a),

-1 A * -1,%
(55) Qd (d -d) = VZ(VZQdVZ) V2 d
zouden we nu in principe de aansluitingsvereffening vol-
gens (54) kunnen uitvoeren. Een probleem vormt echter
nog de berekening van (55). Immers, (55) veronderstelt
dat de basismatrix V, bekend is. Deze matrix is echter
niet a priori bekend en zou daarom nog apart moeten
worden opgesteld. Dit probleem bestaat niet in (13), om-
dat daar de matrix V4 eenvoudig uit de gelineariseerde
betrekking van de gelijkvormigheidstransformatie volgt,
zie (3). We hebben dus een andere, meer werkbare for-
mulering van (55) nodig. Dit wordt bereikt door gebruik
te maken van de S-transformatie.
Laat

- _oybred® L -1 1%

een willekeurige S-transformatie zijn {(zie [1], [9], [10],

[11]. Dan is S3 een basismatrix zodanig dat S5*V4 vier-

kant en regulier is. Laat S, een basismatrix van de nul-

ruimte N (S4*) zijn. Dan zijn ook de matrices {S%: V3) en

S; V, vierkant en regulier. Met S3*S, = O en V3*V, = 0

volgt dan dat

(- vglsy Vg1 sy" )(S, 1 V5 ) = (5,:0)
* - *

(SpIVp8,0 1, )0 s, £ v ) (S,:0)

Hieruit blijkt, aangezien (S, : V4) vierkant en regulier is,

dat de S-transformatie (56) ook kan worden geschreven

als

(58) ps2 = S,V

(57)

* -1 *

2521 'V

We zullen nu met deze formulering van de S-transforma-
tie laten zien dat geldt:

* * wlel*, -1
(59) P_IP_ QP +835, 1P =
So° S d Sy 272 Sy
*x -1, %
VolVaQy¥al ™V,
waarbij de basismatrix S} zodanig is gekozen, dat
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(_S—z:§%) vierkant en regulier is. Met behulp van (58)
kunnen we schrijven:

* , glgl*
(60) P Q4P+ 55,1 =
2 9%
* -1.% * * -1.*
(S,¥,)7"s, Vo0V, 0] | (S,V,)7S,
=1* =4*
55 0o 1 55

Deze matrix is regulier, indien de basismatrix Si zo
wordt gekozen, dat de matrix (S, : S;) vierkant en regu-
lier is. Men mag dus bijvoorbeeld voor de basismatrix
S} de matrix S5 of de matrix V4 kiezen. De keuze Si: =
S3 leidt meestal tot de eenvoudigste vorm van (60) (zie
voorbeeld).

Inverteren van (60) geeft:

* =1=1%_-] _
(61) [Py 0P, * 55517 =

* * *

*
* _% -1=% -1 * - -1=
V252(5252) Sa 1 [(VaRg¥p) T O [ 1V55,(555,) TS,

1*=1,-1.1* 1*z1,-1 1%
(S; 55)7°S; 0 I (53 55)7°S;
ofwel:
62 *yoedettl
(62) [Pszodpsz+ 55 17 =

L Iy * -1.% % -1-%
52(555,) SZXZ(VZQdVZi ¥25205252) 75,
Logl*Li-1, 1*=1,-1.1%
52(55 53) (53 55) °S;
Na- en voorvermenigvuldiging met P, en zijn ge-
transponeerde geeft tenslotte (59), aangezien geldt:
Prst=0 en P° 3 (S‘§ )-IS“V =V
S575 So VAN 272 2
Hoewel het linkerlid van (59} er ingewikkelder uitziet dan
het rechterlid, is het linkerlid toch eenvoudiger te bere-
kenen. Immers, de S-transformatie P, is in tegenstel-
ling tot V, vrij gemakkelijk op te stellen (zie [1]2). Sub-
stitutie van (59) in (55) geeft dan met (54) tenslotte de
alternatieve formulering van de oplossing van modet (4):

() [ (1)
2 | |
2|l AR Pt 5l 4
R A Ll PTON R PRI G LA A S R
: (2) (2)
b3 +Q
"3} (73 |32
63) | ) T = -isghvplsse, - )
() (- (
c) %2 = X + -Vé‘ t
X v
F3) (%) ("

De matrix PSZ(L,P';'2 is de singuliere covariantiematrix
van de S-getransformeerde verschilvector P;,d . De ad-
ditionele term SiS3" zorgt voor de regularisering.

Noteren we de gereguiariseerde covariantiematrix als

P, d,P,,d*, dan kan (63a) met behulp van de , x%"-
formule (8b) ook worden geschreven als:
¢ (——————
. (1) *
& (1) {1 ,p_
21 1 Sy
&.(1) iU p a* 0
(63a) N I L B [P
- 1 .{2) * s, s P_d
ex£2) %5 ,Pszd 2 2 Sy
N
g2 2§ e, 4
. 3 J \ 2 J
2N



Vergelijk formule (63a’) met (10).

Formule {63) vereenvoudigt drastisch als de co6rdinaten
van beide netwerken met behulp van dezelfde oneindig
gewogen minimumcondities zijn verkregen. Met de bij
deze oneindig gewogen minimumcondities behorende
S-transformatie Ps, geldt dan dat:

1)* 1) . Dp* _ 1), 2)p* _ 2) .

of )‘"s2 - ofy) s QéZ)Psz - o) Qéz)”s2 - o
(64) W2 . @ b4 . g
32 sz_ 32 ) h *

Bovendien zal de transformatievector t dan gelijk zijn
aan de constante nulvector. Dus in het speciale geval
van identieke oneindig gewogen minimumcondities re-
duceert {63) tot de eenvoudige vorm:

Bij het gebruik van formule (63) voor de aansluitings-
vereffening is de rekengang de volgende:

e Men stelt de verschilvector d met bijbehorende co-
variantiematrix Qq op.

De verschilvector d en covariantiematrix Q4 moeten
met behulp van de S-transformatie worden getrans-
formeerd, indien de cotrdinaten van beide netwerken
in een verschillend coérdinatenstelsel zijn gedefi-
nieerd.

Na regularisatie en toepassing van de formule van de
., XP-grootheden”’ verkrijgt men de codrdinaatschat-
ters in hun oorspronkelijke codrdinatenstelsels.

Na berekening van de transformatieparameters met
behulp van (63b) kan men tenslotte volgens (63c) de
codrdinaatschatters van het tweede netwerk naar het

{ 3 f A
% igl) codrdinatenstelsel van het eerste netwerk transfor-
i (1) meren. '
65 X9 _ X2 Het zal duidelijk zijn, dat de S-transformatie en de bere-
(65) 2 - «(2) + kening van t in (63) niet nodig zijn als beide codrdinaten-
2 %2) sets in hetzelfde stelsel zijn gedefinieerd.
X X
3 3
N/ . ‘ Vervolg voorbeeld: waterpasnetwerk
. olgens de theorie, zie en , moet gelden dat
Q(l) Vol de theorie, zie (55) (59) iden d
%i) 66) QCld-d) = PEP QP s g
2| 0D, of2) , slelty -1 (1) | (2) d Sp Spdisy 220 sy
(2) | (92" + Q" + 555, ) (&7 - 7) ) . . . )
+Q5, waarbij Ps, een willekeurige S-transformatie mag zijn.
+Q(2) De berekening van het rechterlid van (66) is in tabel 3
|32 voor de vier in hoofdstuk 6 genoemde aansluitings-
s = (0 1)
1-1 1 2 3 4
52 n o
d zie (42) zie (45) zie (47) zie (49)
4 3 ( ¢ s
NER: REE 1 Nk 0) REE
Q
¢ 332 ) 3l = 3o 2] 3lo o
zie (44) zie (46) zie (48) zie (50)
4 3 { 3 { 3 (
—-— 1 2 -2 1 3 -1 1 2 -2 1 4 0
*2 ¢ 3to o 310 o 0 3o o
\ J \ \ 0 / L
'4
. 1 4 0
PsszPSZ 3L 0 0
¢
& o)
1
* L‘ -
PQP 4+ Sk
so d sy 272 3L 0 3 )
-~
1 A
* 1*.-1 /4 0
[PsszPsz + séSZ ] 3 0 1/
' . 3)
. . _le*J-l 1/4 '1/4 W
P_ [P, QP +5S P 3
S, S,dS 272 S 1 1
2 "2 2 2 -/ /
{4 )
-3nkD) (2) , (1) _ ((2)
B 0" e skl Dy 1 3hyis + 3h505 + s s
5,175, 0ds,* 5252 1 P ¢ 4 andt) - af2) - s @)

Tabel 3. Aansluiting van twee waterpasnetwerken voor de vier in hoofdstuk 6 genoemde situaties.
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situaties in stappen uitgevoerd. Gekozen is voor de S-
transformatie berekend met behulp van de basismatrix

(67) S5 = (0 1),

De basismatrix S; van (66) is gelijk gesteld aan (67).
Dus S3: = S;. De bij keuze (67) behorende S-transfor-
matie luidt:

(68) P =
$2
1 0 1 1 1 -1
- {(1)°(0 1)-=
0 1 1 0 0

Vergelijken we tabel 3 met tabel 2, dan zien we dat (66)
inderdaad geldt. Merk op dat de covariantiematrix Qq
behorende bij de vierde aansluitingssituatie niet ver-
andert door de S-transformatie. Dit komt omdat in dit
geval beide netwerken een gelijke codrdinaatdefinitie
hebben, welke bovendien overeenkomt met de gekozen
S-transformatie (68). Vergelijk ook (63) met (65).

8. Conclusies

In dit artikel hebben we een algemeen aansluitingsmodel
geformuleerd, dat rekening houdt met een eventueel
rangverlies in de covariantiematrices. We hebben, ge-
bruik makend van de formule voor ,,xR-grootheden’,
twee oplossingsmethoden (13) en {63) voor de aanslui-
tingsvereffening afgeleid. Een alternatieve afleiding van
de twee methoden kan men vinden in [4] en [9]. De twee
methoden verhouden zich tot elkaar zoals het eerste en
tweede standaardvraagstuk zich tot elkaar verhouden.
We hebben laten zien dat, als de som van de covariantie-
matrices van de aansluitingspunten singulier is, men tot
regularisatie kan overgaan. De beschreven regularisatie-
methode, voor het eerst bewezen in [4], heeft geen in-
vloed op de te schatten parameters.

De eerste oplossingsmethode (13) komt, op de regulari-
sering na, overeen met de in de literatuur beschreven

methoden voor bijvoorbeeld de aansluiting van satelliet-
netwerken en terrestrische netwerken, zie [b] en [6].
Daar wordt echter geen rekening gehouden met het
eventueel singulier zijn van de covariantiematrices.

in tegenstelling tot de eerste methode wordt bij de
tweede methode (63) expliciet gebruik gemaakt van de
S-transformatie. Dat wil zeggen, pas nadat de twee
codrdinaatbestanden middels een S-transformatie naar
eenzelfde codrdinatenstelsel zijn getransformeerd, vindt
de eigenlijke vereffening plaats. Deze methode is dan
ook wat omslachtiger dan de eerste methode, omdat in
principe de (gelineariseerde) gelijkvormigheidstransfor-
matie tweemaal wordt toegepast.

In het volgende artikel, getiteld ,,Precisie- en betrouw-
baarheidsaspecten van de aansluiting”’, zullen we ingaan
op de kwaliteitsbeschrijving van de aansluitingsvereffe-
ning.
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