Over het aansluiten van puntenvelden:

Algemene
inleiding

AN A

door dr. ir. P. J. G. Teunissen, wetenschappelijk onderzoeker verbonden aan de Neder-
landse organisatie voor zuiver wetenschappelijk onderzoek (ZWO) en momenteel als
gastonderzoeker werkzaam bij de Faculteit der Geodesie van de Technische Universiteit
Delft,

ir. M. A. Salzmann, wetenschappelijk assistent bij de Faculteit der Geodesie van de
Technische Universiteit Delft, en

ir. H. M. de Heus, universitair hoofddocent aan de Faculteit der Geodesie van de Tech-
nische Universiteit Delft.

SUMMARY
On the connection of pointfields

In a series of four articles the authors discuss the general problem of connecting geodetic pointfields.
The articles give an overview of the necessary statistical theory, treat the connection adjustment and
corresponding quality description and present some worked out practical examples.

The first article, titled ,, The rankdeficient linear second standard problem’ discusses the consequences
of a rankdeficiency in the design matrix. The relation with the theory of S-transformations and with the
adjustment of free networks is shown.

in the second article a general method is given for connecting pointfields. In particular, attention is given

to rankdeficiencies in the coordinate covariance matrices.
The third article discusses the precision and reliability description of the pointfield connection.
Finally the fourth article presents some worked out practical examples. Most of the solutions are given

in analytical form.

’

Onder de titel ,,Over het aansluiten van puntenvelden’

zal door de schrijvers in een viertal afleveringen worden

ingegaan op het algemene vraagstuk van de aansluiting

van puntenvelden. De artikelen geven een overzicht van

de benodigde statistische theorie, behandelen de aan-

sluitingsvereffening en bijbehorende kwaliteitsbeschrij-

ving, en geven enkele uitgewerkte praktische voorbeel-

den. .

Velen zullen het begrip ,,aansluiting’’ in eerste instantie

wellicht associéren met de zgn. ,,tweede fase’’, het aan-

sluiten van een vrij (kring)net aan gegeven RD-codrdina-

ten. Hier wordt onder de -gemeenschappelijke noemer

,,aansluiting van puntenvelden’”’ evenwel een breed

scala van actuele landmeetkundige problemen gerang-

schikt, zoals:

¢ Inpassing van nieuwe metingen in bestaande punten-
velden.

® Aansluiting van een vrij fotogrammetrisch biok op
terrestrische paspunten.

e Het combineren van GPS met bestaande puntenvel-
den en traditionele plaatsbepalingsmethoden.

e De conversie van bestaand kaartmateriaal naar een
digitaal bestand.

® Het combineren (integreren) en bijhouden van digi-
tale bestanden.

e Het kalibreren van digitizers en meetcamera’s.

e Deformatiemetingen.

Athoewel deze problemen op het eerste gezicht soms

zeer uiteenlopend zijn, is het gemeenschappelijke in al

deze problemen echter toch steeds, dat twee (of meer)
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sets van coodrdinaten van puntenvelden onderling via de
gemeenschappelijke punten worden aangesloten. Voor
de gelineariseerde functionele relaties van het aanslui-
tingsmode! geldt, daar iedere coérdinaatbeschrijving van
de gekozen coordinaatdefinitie afhangt, dat de codr-
dinaatverschillen van de gemeenschappelijke punten
op een gelineariseerde gelijkvormigheidstransformatie
(GVHt) en eventuele additionele vervorming na, gelijk
aan nul zijn. In symbolische notatie luidt het algemene
aansluitingsmodel:

rameters) N (additionele)

b . pa
coordinaatverschillen = 0 + f( GVHt parameters

in de laatste term kan bijvoorbeeld een affiene vervor-
ming van gedigitaliseerd kaartmateriaal of een in de foto-
grammetrie voorkomende model- of filmvervorming
worden verdisconteerd. De aansluitingsvereffening kan
nu in principe worden uitgevoerd door het, voor het
tweede standaardvraagstuk geldende, kleinste kwadra-
ten algoritme op het bovenstaande aansluitingsmodel
toe te passen. Een voorwaarde voor het succesvol
kunnen toepassen van dit kleinste kwadraten algoritme
is echter, dat de covariantiematrices regulier en dus
inverteerbaar zijn. Dit nu is veelal niet het geval bij het
met behulp van codrdinaten aansluiten van puntenvel-
den. De covariantiematrices van geschrankte codérdina-
ten zijn immers singulier en dus niet inverteerbaar.

In de Nederlandse praktijk zijn twee oplossingsmethoden
gangbaar om het bovengenoemde singulariteitspro-
bleem te vermijden, dan wel te omzeilen:
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(1) Via S-transformatie

Naar analogie van de huidige aansluitingsprocedure bij
netwerken (zoals bijvoorbeeld geimplementeerd in de
vereffeningsprogrammatuur SCAN-2) wordt met behulp
van een van tevoren uit te voeren S-transformatie voor
gezorgd, dat beide puntenvelden in een zelfde schran-
kingsstelsel zijn gedefinieerd. Het schrankingssteisel
wordt dus in het veld van de aansluitpunten gelegd,
waarbij twee van de aansluitpunten de schrankingsbasis
vormen. De covariantiematrix van de codrdinaten van de
overige aansluitpunten is dan regulier en inverteerbaar.
Voor deze aansluitpunten vereenvoudigt het algemene
aansluitingsmodel zich dan tot:

codrdinaatverschillen = 0

De eerder genoemde additionele parameters komen niet
voor in het model, maar worden via speciale alternatieve
hypothesen op hun significantie getoetst.
Deze methode kan voor de kringnettenaansiuiting als
,.standaardmethode’’ worden aangemerkt. De methode
is zeer doorzichtig vanwege de eenvoud van het mathe-
matische model en ook omdat het de problematiek van
de coordinaatdefinitie — welke de singulariteit in de co-
variantiematrices veroorzaakt — van de feitelijke aanslui-
tingsberekeningen afsplitst. De methode kent echter
ook een aantal praktische nadelen:

— veelal is vooraf een GVH-transformatie of S-transfor-
matie van de codrdinaten en hun covariantiematrices
nodig;

— de covariantiematrices zijn aftijd in een schrankings-
stelsel gedefinieerd. Hierdoor wordt bijvoorbeeld een
eenvoudige diagonaalmatrix voor de ongeschrankte
covariantiematrix van de coodrdinaten (denk hierbij
bijvoorbeeld aan gedigitaliseerde codrdinaten) na
schranking een volle matrix;

— de oplossing van de aansluitingsvereffening wordt al-
tijd verkregen in het vooraf gedefinieerde lokale
schrankingsstelsel, zodat vaak na aansluiting nog
een na-transformatie van alle berekende codrdinaten
en hun covariantiematrices nodig is.

{2) Via aanname reguliere covariantiematrix

De tweede oplossingsmethode maakt gebruik van het al-
gemene aansluitingsmodel, maar gaat ervan uit dat de

covariantiematrices van de codrdinaten regulier zijn. Zo
wordt bijvoorbeeld in het blokvereffeningsprogramma
FOTEF aangenomen, dat alle covariantiematrices van de
codrdinaten regulier zijn (in casu diagonaalmatrices).
Een dergelijke aanname is te verdedigen voor fotogram-
metrische model- of fotocooérdinaten en gedigitaliseerde
codrdinaten, maar is echter niet algemeen geldig.
Bovendien levert een dergelijke aansluitingsmethode
,,absolute’’ codrdinaten, waardoor precisie en betrouw-
baarheid niet zonder meer interpreteerbaar zijn; in feite
is er nog een transformatie of reductie nodig om de in-
vloed van de (niet-operationele) codrdinaatdefinitie op
de precisie- en betrouwbaarheidsresultaten te elimi-
neren.

Om de bezwaren tegen beide methoden te ondervan-
gen, is een algemene oplossingsmethode van het aan-
sluitingsmodel gewenst, waarbij singulariteiten worden
geaccepteerd en adequaat verwerkt. Gezien de formule-
ring van het aansluitingsmodel ligt een oplossing via het
tweede standaardvraagstuk voor de hand. De oplossing
via het eerste standaardvraagstuk zou overigens (via de
eliminatie van de onbekenden om tot voorwaardeverge-
lijkingen te komen) uitmonden in de onder 1. genoemde
methode.

In het voorliggende eerste artikel van de reeks, getiteld
,Het rangdefecte lineaire tweede standaardvraagstuk’’,
worden de consequenties van een rangdefecte design-
matrix besproken. Daarbij zal de relatie worden gelegd
met de vereffening van een zgn. vrij netwerk en de theo-
rie van de S-transformatie.

In het tweede artikel wordt een algemene methode voor
de aansluiting van puntenvelden gegeven. Hierbij wordt
in het bijzonder aandacht geschonken aan de behande-
ling van eventuele singulariteiten in de covariantiematri-
ces van de coordinaten. De oplossingsmethoden 1. en 2.
worden als bijzondere gevalien afgeleid.

Het derde artikel zal gaan over de precisie- en betrouw-
baarheidsbeschrijving van de aansluitingsvereffening.
in het vierde en laatste artike!l zullen voor de verschillen-
de toepassingen praktische voorbeelden worden uitge-
werkt, waarbij (met enige vereenvoudigingen in het
kansmodel) veelal analytische oplossingen kunnen wor-
den gegeven.

Over het aansluiten van puntenvelden (1):
Het rangdefecte lineaire tweede standaardvraagstuk

door dr. ir. P. J. G. Teunissen, ir. M. A. Salzmann en ir. H. M. de Heus, Faculteit der
Geodesie van de Technische Universiteit Delft.

SUMMARY

The rankdeficient linear second standard problem

In this article the consequences of a rankdeficiency in the designmatrix of a linear second standard
problem are discussed. The solution space of the linear least-squares estimators of the rankdeficient
linear model is characterized through the use of weighted minimum constraints. It is shown that in case
of infinitely weighted minimum constraints the linear least-squares estimators become minimum variance
linear unbiased estimators of the S-transformed unknown parameters. Also the relation with free net-
work adjustments is shown. No explicit use is made of the theory of generalized inverses.

1. Inleiding

In de geodesie wordt het (iineaire) tweede standaard-
vraagstuk o0.a. gebruikt bij het vereffenen van netwerken
en het aansluiten van puntenvelden. Bij de zgn. vrije net-
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werken kunnen uit het waarnemingsmateriaal de {hori-
zontale/verticale) positie, oriéntatie en schaal van het
netwerk niet worden bepaald. In zo'n geval is de design-
matrix van het lineaire tweede standaardvraagstuk rang-
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defect. Er is dan extra informatie nodig (bijvoorbeeld in
de vorm van condities tussen de onbekenden) om dit
rangdefect op te heffen.

Bij de vereffening van vrije netwerken is het gebruikelijk
vooraf een S-steisel te definiéren (bijvoorbeeid door het
kiezen van twee basispunten in een triangulatienetwerk)
en daarmee het rangdefect te elimineren.

In dit artikel zal de algemenere benadering van een rang-
defect lineair model met (gewogen) minimum condities
worden gevolgd. Uitgaande van het kleinste kwadraten
criterium zullen de eigenschappen van de schatters in
zowel het rangdefecte als niet-rangdefecte geval worden
afgeleid. Het verband tussen de theorie van de S-trans-
formaties en het door ons behandelde lineaire model met
{gewogen) minimum condities zal worden afgeleid. Het
voordeel van de in dit artikel gevolgde meer algemene
benadering is, dat we in de vervolgartikelen over de aan-
sluiting van puntenvelden tot flexibeler oplossingsme-
thoden kunnen komen.

2. Notatie en enkele begrippen

In het kort wordt een overzicht gegeven van de in de
tekst gebruikte begrippen en zal de gekozen notatie
worden toegelicht. Voor meer details wordt verwezen
naar de appendix in [1]*) of naar het lineaire algebraboek
[2].

— Matrices worden met hoofdletters, vectoren met klei-
ne letters geschreven.

— A* is de getransponeerde van matrix A.

— Een mxn matrix heeft m rijen en n kolommen.

— IR™ staat voor de m-dimensionale Euclidische vec-
torruimte.

— De rang r, van een matrix A is per definitie gelijk aan
het aantal lineair onafhankelijke kolommen van A.

— Een basismatrix is een matrix waarvan de kolommen
lineair onafhankelijk zijn.

— De lineaire ruimte opgespannen door de kolommen
van een mxn matrix A noteren we als R(A). In for-
mulevorm:

RA) = {y € IR™1y=~x, xe IR}
Deze ruimte wordt de kolomruimte of rangespace
van A genoemd.

— Een matrix B heet een basismatrix van een lineaire
ruimte U, indien B een basismatrix is en R(B)=U.

— Een basismatrix waarvan de kolommen loodrecht
staan op de kolommen van een basismatrix B, note-
ren we als BL. Dus BL*B=0.

— Als B een pxg basismatrix is, dan is B+ een px (q—p)
basismatrix. Dus matrix (B : BL) is vierkant en regu-
lier (van voile rang).

— We reserveren de hoofdletter V voor een basismatrix
van R(A*). Dus R(V)=R(A*).

— De vectoren x welke loodrecht staan op de kolom-
vectoren van de nxm matrix A* (dus x*A*=0 of
Ax=0) spannen een lineaire ruimte op, welke de nu/-
ruimte van A wordt genoemd. Deze ruimte noteren
we als N(A). In formulevorm:

N(A) = {x € IR" | Ax = 0}

— Volgens afspraak noteren we een basismatrix van
N(A) als Vi. Dus is R(VLi)=N{A), R{(V)=R(A*) en
V¥V =0,

— Notatie: A per definitie, ¥ voor alle; B einde bewijs.

*) De nummers [1] t.m. {6] verwijzen naar ,, Literatuur’’ op p. 188
aan het eind van dit artikel.
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3. Lineaire Kleinste Kwadraten {LKK) schatter
Beschouw het lineaire tweede standaardvraagstuk

(1) E{y} = A x,Qy,
mx1 mxn nxl mxm
waarbij
E {.} . de verwachtingsoperator
y : de stochastische m-vector van waarnemings-
grootheden
A : de mxn designmatrix met m>n
X : de n-vector van onbekende parameters
Q, : de mxm positief definiete covariantiematrix van y

Definieer nu de functie F(x) als:
(2) F(x) & (y-A%) Q) (y-Ax)

Dus F(x) is de gewogen som van de kwadraten van de
residuen.

Dan is per definitie iedere X welke voldoet aan

(3) F(x) » F(X) , ¥ x € IR" , ofwel F(&) is minimaal,
een LKK-schatter van x.

STELLING |
(4) F(x) » F(R) Vx€ IR" w A'o;le - A‘o;ly.
Bewijs:
Een Taylorontwikkeling van F(x) ten opzichte van x, geeft:
(5) F(x) = Flxg) + 3,F(xg)ax + Jax"aZ Flxg)ax,
waarbij

a) Aax =x - Xg
(6) B)  3,F(xy) = 2(y-Axg) '}t

* .

o) 82 F(xg) = 2A OylA
Daar de matrix d2,F(x,) positief (semi-}definiet is, zie (6.c), geldt:
N axa Flxglax > 0, v xe IR,
Met (5) geeft dit:
(8) F(x) » F(xg) + 3,F(xg)ax, v x € IR".
(—) Gegeven is dat F{x) > F(), V x € IR". Met (8) betekent dit dat
(9) 3F(R)(x - 8) =0, vxe IR
moet gelden. Dit betekent weer dat d,F(x} =0. Met (6.b) volgt dan
dat
(10) A'Q;le - A'o;ly.
(+) Gegeven is dat A*Q, 'A% = A"O;‘ y. Met (6.b) volgt dan dat
4,F(x) =0 en met (8) toont dit dat

1 F F(X), v x € (R",
(11) (x) » F(X) x -

Stelling | leert ons dat, indien we een LKK-schatter X van
x willen berekenen, we het lineaire stelsel normaalverge-
lijkingen

(12) Ao lax = A% ly.
y y

moeten oplossen. We kunnen twee gevallen onderschei-
den:

a. De rang r, van matrix A is gelijk aan n: ry, = n

In dit geval levert het oplossen van (12) geen problemen
op. Immers als A volle rang heeft, dan heeft ook de nor-
maalmatrix A*QY“A volle rang en is deze matrix inver-
teerbaar. Met andere woorden, als A volle rang heeft,
dan wordt de unieke LKK-schatter X van x gegeven door

L IS BRES LS |
(13) %= (A Qy A) AQy y.
b. De rang r, van matrix A is kleiner dan n: r, < n
Nu is niet direct duidelijk hoe we (12) kunnen oplossen.
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Immers, als r, < n, dan kent zowel de designmatrix A
als de normaalmatrix A*Qy"A een rangverlies met als
gevolg dat A*Q, A singulier en dus niet inverteerbaar
is. (A*Q; 'A)~" bestaat daarom niet als r, < n.

In de volgende hoofdstukken worden de verschillende
consequenties van r, < n besproken.

4. Invariantie en nulruimte van A

Daar de rang van een matrix per definitie gelijk is aan het
aantal lineair onafhankelijke kolommen van de matrix,
betekent r, < n dat een aantal (namelijk n~r,) kolom-
men van de mxn matrix A lineair afhankelijk zijn. Met
andere woorden, er bestaan niet-nul vectoren x e IR"
die voldoen aan:

(14) Ax = 0

De lineaire ruimte opgespannen door alle vectoren x
welke voldoen aan (14), wordt de nulruimte van A ge-
noemd. Deze ruimte noteren we als N(A).

(15) NA) = { x€ IR" | Ax =01}

De kolomruimte van A is de ruimte welke wordt opge-
spannen door de kolomvectoren van matrix A. Deze
ruimte noteren we als R(A}.

(16) RA) = {yeIR"ly=~Ax, x€ IR"}

Stel nu dat we een onderling lineair onafhankelijke set
van vectoren weten te vinden, welke gezameniijk de
ruimte N(A) opspannen. Dan vormt deze set een basis
van N{A). Brengen we deze basisvectoren kolomsgewijs
onder in een matrix en noteren we deze matrix als V<,
dan is V! een basismatrix waarvoor geldt dat:

a7) AvE =0 en R(VY) = N(A)

De dimensie van de nulruimte van A is gelijk aan het aan-
tal lineair afhankelijke kolommen van A, dus dim N(A) =
n—r,. Hieruit volgt, dat V1 een nx (n—r,) basismatrix
is.

Met (17) volgt nu, dat de waarnemingsgrootheden Efy}
van het lineaire model (1) invariant zijn tegenover de
transformatie

(18) L R t.

nx1 nxl nx(n- rA) (n-rA) x1
Immers

(19) Ely) = Ax =A(x+vt) = axlD),

De in de waarnemingsgrootheden Ely} aanwezige infor-
matie is derhalve niet voldoende om de onbekende para-
metervector x eenduidig te bepalen. Verschillende para-
metervectoren x leveren dezelfde Ely}.

in de geodetische puntsbepaling komen we deze situatie
tegen in de zgn. vrije netwerken.

Voorbeeld 1
Beschouw een waterpasnetwerk met n punten. De
waarnemingsvergelijkingen zijn van de vorm:

hy

1= (-1 1
E {hyy} ( ) .
J
De dimensie van de nuiruimte is gelijk aan 1 en wordt op-
gespannen door

Voorbeeld 2

Beschouw een triangulatienetwerk. De gelineariseerde
waarnemingsvergelijkingen van de hoeken zijn van de
vorm:

8x;
B N Y N . x"
Elao LI RIS LSS LI | S g’jk Xk s

}=
ijk
0z aSniada? a3 ada? agpF 0% 0 ’J

Het zal duidelijk zijn, dat de hoeken invariant zijn tegen-
over translaties in x en y richting (At,, At,), tegenover
een schaalverandering (AA) en tegenover een rotatie
{A€). De dimensie van de nulruimte is dan ook gelijk aan
4. De nulruimte wordt opgespannen door de kolommen
van de basismatrix.

/ 3\

(20) o=
nx1 01

De transformatie welke de hoeken invariant laat, luidt
dan:

U N G
.. st
Ax(l) AX, 10 x0 _y(.) At
i - i i i y

(21) 1yl - + 0 .0
oy ay; 0 1 y; x| &
. . e A

Deze transformatie herkennen we als de gelineariseerde
gelijkvormigheidstransformatie.

Doordat verschiliende parametervectoren x dezelfde
Ely} opleveren, bestaat er geen unieke LKK-schatter x
van x. Immers als % aan het stelsel normaalvergelijkingen
{12) voldoet, dan voldoet ook X + V!t aan (12).

De volgende stelling leert ons hoe we de gehele oplos-
singsruimte van (12) kunnen karakteriseren.

STELLING 1l

Laat %, een particuliere oplossing zijn van het stelsel van
normaalvergelijkingen (12). Dan bestaat er voor iedere
oplossing X van (12) een (n—ry)-vector t, zodat X te
schrijven is als

(22) 2 = gg+ W t
nxl nxl nx(n-rA) (n-rA)xl

Bewijs:

Daar zowel % als %, aan (12) voldoen, volgt dat het verschil X - %,
voldoet aan

A'Q'lA(i - %) = 0.

Dus %%, € N(A*Q, 'A). Daar N{A*Q; 'A) = NI(A), volgt dat X — X,
€ N(A)=R(V ). Dit betekent, dat er een {n—r,)-vector t bestaat,
zodanig dat X — &, = V!t.

|
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5. Waarom kiezen we voor de LKK-schatter?

We hebben gezien, dat in het geval van een rangdefecte

designmatrix A er oneindig veel LKK-schatters bestaan

van de parametervector x. De LKK-schatter lijkt daarom
in eerste instantie een niet erg praktische schatter.

Waarom wordt dan toch zo vaak het LKK-criterium ge-

hanteerd?

Gewoonlijk wordt voor de LKK-schatter gekozen, om-

dat:

1. Het LKK-criterium intuitief een redelijk criterium lijkt.
Immers het criterium behelst, dat de gewogen som
van de kwadraten van de residuen wordt geminimali-
seerd.

2. De LKK-schatter en bijbehorende covariantiematrix
relatief eenvoudig kunnen worden berekend.

3. De LKK-schatter een zgn. maximum likelihood schat-
ter is, indien y normaal verdeeld is. Van deze eigen-
schap wordt vooral gebruik gemaakt bij het ontwik-
kelen van statistische toetsmethoden.

4. Indien ry=n, de LKK-schatter uniek is.

5. Indien ry =n, de LKK-schatter X een zuivere schatter
is van x.

Uit & = (A*Q;'A)"" A*Q; 'y volgt immers met
Ely}=Ax, dat
Elx} = (A*Q; 'A)~1 A*Q;! Elyl = x

6. Indien ry =n, de LKK-schatter X in de klasse van zui-
ver lineaire schatters van x minimale variantie heeft.

Helaas is de LKK-schatter X niet meer uniek, niet meer
zuiver en heeft X geen minimale variantie meer, indien
ra < n. Betekent dit nu dat we de LKK-schatter moeten
afschrijven voor die situaties waar r, < n geldt? Nee,
gelukkig niet. Hoewel we dan x niet meer zuiver kunnen
schatten, kunnen we nog wel met behulp van X bepaal-
de lineaire functies ® = a*x van x, de zogenaamde
schatbare functies, zuiver schatten. Bovendien heeft de
zuivere schatter ® = a*% van a*x in de klasse van zuiver
lineaire schatters van a*x minimale variantie en is deze
schatter uniek. Het een en ander is samengevat in de
volgende stelling:

STELLING NI

i) De lineaire functie van © = a*x is zuiver schatbaar
onder model (1) van p. 182 dan en slechts dan als er
een vector [ e IR™ bestaat, zodanig dat

*
(23) a = A 1
nxl nxm mxl

indien @ = a*x zuiver schatbaar is, wordt de Mini-
mum Variantie Zuiver Lineaire {MVZL)-schatter van
© = a*x gegeven door

(24) 0 = ag,

waarbij x een willekeurige oplossing van de normaal-
vergelijkingen (12) mag zijn.

Voor het bewijs van deze stelling verwijzen we naar [1].

Dat de MVZL-schatter a*% van a*x uniek is, valt eenvou-
dig in te zien. Uit (23) volgt met (22} dat

(25) 0 = a'x = 1"Ax .
en daar AXx = AgX,, zie {22) en {17}, volgt met (25) dat
(26) 0 = ax = VA = Vagy = a'yy

Merk op, dat Efy} = Ax en iedere lineaire functie 1*Ely}
van Ely} zuiver schatbaar is. Hoogteverschillen in een
waterpasnetwerk en hoeken en lengteverhoudingen in
een triangulatienetwerk zijn dus zuiver schatbare func-
ties.
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6. Een particuliere oplossing van de normaalver-
gelijkingen

We hebben gezien, dat de unieke MVZL-schatter van

© = a*x eenvoudig kan worden berekend als 0= a*x,

waarbij X iedere LKK-schatter van x mag zijn. We weten

ook dat de oplossingsruimte van het stelsel normaalver-

gelijkingen

* -1 * -1
27 A =
(27) Qy AR A Qy Y
wordt gekarakteriseerd door
(28) x o= %5 + Vit

We weten echter nog niet hoe we een particuliere oplos-
sing X, van (27) kunnen berekenen.

STELLING IV
Indien

(29) matrix S een basismatrix is, en
matrix (S : V1) vierkant en regulier is,

dan is

(30) B = SLAS) 0 ) gl

een LKK-schatter van x onder model (1).
Bewijs:

Daar de matrix (S : V1) vierkant en regulier is, kunnen we van de
volgende herparametrisering gebruik maken:

(31) x0=(s:v‘~)[2].

Substitutie van (31) in (27) geeft, daar AVL = 0:

* .1 X & S |
(32) (AQyAS.O)[éJ-Any.
Vermenigvuidigen we (32) nu voor met (S : V1}* dan volgt, daar
VA* A*=Q:

*)"g;tas) o] |a
(33) BE

0 0 8 0

s)"qjly

We merken nu op, dat matrix AS een basismatrix is. Immers, zou
dit niet het geval zijn, dan moet of a} matrix S een rangverlies
hebben, of b} een aantal lineaire combinaties van de kolommen van
matrix S in de nulruimte N{A) liggen. Nu is a) uitgesloten, omdat
matrix S een basismatrix is en b) is uitgesloten, aangezien (S : V1)
reguiier is. Het regulier zijn van (S : V1) betekent immers, dat geen
enkele lineaire combinatie van de kolommen van de matrix S te
schrijven is als een lineaire combinatie van de kolommen van matrix
VL. De conclusie luidt dus, dat AS een basismatrix is. Omdat AS
volle rang heeft, heeft ook matrix (AS)*O;'(AS) volle rang. Dus
matrix (AS)*Q, '(AS) is inverteerbaar.

Uit (33) volgt dan
(34 &= 1)t

Substitutie in {31) geeft dan tenslotte (30).

as)7tws)'gyly 5 B = 0.
[ ]

7. Het rangdefecte lineaire model met gewogen
minimumcondities

Laat St een basismatrix van N(S*) zijn. Dan volgt uit
(30), daar S*Si=0 of SL1*S =0, dat

(35) st = 0.

Dit geeft aan, dat de schatter van (30) kan worden ver-

kregen door het LKK-algoritme toe te passen op het
model

a) E{y} = Ax, Q
(36)

b) met de restriktie: S'L*x =0
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immers uit St*x=0 volgt, dat x € R{S). Met andere
woorden, er bestaat een vector a, zodanig dat

(37) x = So

Substitutie van {37) in (36.a) geeft dan E{y} = ASa. Nu
is AS een basismatrix, en wordt de LKK-schatter van o
gegeven door & van (34). Substitutie van & in {37) geeft
dan de LKK-schatter %X, van (30).

Schrijven we (36) nu als

Q 0

Xy 4 ]

y
(38 e o= .
0 S 0 0

dan kunnen we de restricties (36.b) interpreteren als
extra waarnemingsvergelijkingen met een oneindig
groot gewicht (d.w.z. de variantie is gelijk aan nul).
Op een vergelijkbare manier kunnen we nu /edere LKK-
schatter X van x interpreteren als zijnde verkregen door
toepassing van het LKK-algoritme op het zogenaamde
rangdefecte lineaire model met gewogen minimumcon-
dities:

39 ed’ly - X Y
(39) . s* ’ 0 Q

Dit model wordt verkregen door het rangdefecte lineaire
model (1) uit te breiden met de fictieve waarnemings-
vergelijkingen

(40) Efcr = s¥x, q

Deze fictieve waarnemingsvergelijkingen worden de
zgn. gewogen minimumcondities genoemd; ,,mini-
mum’’, omdat zij de informatie bevatten die minimaal
nodig is om het rangdefect van A op te heffen, , ge-
wogen’’ omdat zij worden behandeld als waarnemings-
vergelijkingen met covariantiematrix Q..

STELLING V

Indien matrix St een basismatrix is van N(S*), dan is
*

(41) st vierkant en regulier,

en wordt de LKK-schatter X van x onder model (39) met
covariantiematrix Q; gegeven door:

2) & = %5 + V,met t = (sPvhle
(42)

b) Qx = QR0+ VLQtVL‘ , met th (S-L.vl)-loc(vl‘sl)-l
Bewijs:

We bewijzen eerst (41). Daar V! een nx{n—r,} basismatrix is, en
(S : V1) vierkant en regulier is, volgt dat S een nxr, basismatrix is.
Hieruit volgt dat de basismatrix St van N{(S*) een nx(n —r,} matrix
is. Dus S+*V4 is vierkant. Stel nu dat S1*V1 singulier is, dan moet
een aantal lineaire combinaties van de kolommen van V! in R(S) =
N{S!'*) liggen. Dit is echter uitgesloten, daar (S*: V!) regulier is.
Dus Si*V! is regulier.

Nu bewijzen we (42). Substitutie van

(43) x = (s;v*)[u]
8

in {39) geeft:

PP o S i | & °
¢ o s*tls| T o o

Hieruit volgt direct dat
(45) & = ((As)"o;l(AS)]‘l(AS)‘Q;ly .

Tevens volgt, daar S**V! vierkant_en regulier is, dat f =
{St*v4)~! E{c}. Dus de LKK-schatter f§ van f8 luidt

(46) £ o= (st'vt)k
Substitutie van (45) en (46} in {43} geeft dan tenslotte met (30) het
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resultaat (42.a). De covariantiematrix Q, volgt na toepassing van
de voortplantingswet op {42.a).
|

Merk op dat, afhankelijk van de gekozen matrix Q., de
rang van de covariantiematrix Q, van X kan variéren van
r, tot n. Matrix Q; heeft volle rang n en is dus regulier
en inverteerbaar als matrix Q. positief definiet wordt ge-
kozen. Wordt Q_. =0 gekozen, dan heeft Q; de rang r,.
In dit geval is Q; dus singulier en niet inverteerbaar.

in (39) hebben we aangenomen, dat y en ¢ ongecorre-
leerd zijn. We kunnen echter ook nog een fictieve corre-
latie invoeren. Dit komt er dan op neer, dat we de vector
t van (42) stochastisch en gecorreleerd met X, veron-
derstellen. In plaats van (42) krijgen we dan

. L
a)x-io+Vt

1¥* *
Qf‘o + ontv + vJ-tho + \r'"otvl

(42')
b) 0

Het bewijs hiervan gaat analoog aan dat van Stelling V
en wordt aan de lezer overgelaten.

Vervolg voorbeeld 2

Om het lineaire model (39) op te lossen, moeten we een
basismatrix Si kiezen, zodat de matrix SL*V+ vierkant en
regulier is. Er bestaan oneindig veel matrices welke aan
deze eisen voldoen. Voor een triangulatienetwerk is de
meest eenvoudige keuze

(47) s = (01, 0)
4xn

Het zal duidelijk zijn, dat deze S! een basismatrix is. Met
V1 van {20} volgt dan

r

-

0 0
10 X5 Y5
0 0
(48) vt - o1 yg -Xg
4x4 1 0 xj y\_i
01 _yg -xq
" J /

en deze matrix is regulier.

De bij de keuze (43) behorende minimumcondities kun-
nen nu worden geinterpreteerd als waarnemingsvergelij-
kingen voor de codrdinaten van de twee netwerkpunten
P; en P,. Wordt Q.=0 gekozen, dan prikt men de codr-
dinaten van de punten P, en P, vast. Wordt Q. # 0 geko-
zen, dan krijgen de codrdinaten van P, en P; een fictieve
variantie Q, mee.

Ook de bij keuze (47) behorende basismatrix S is van een
eenvoudige vorm, namelijk:

1 0
(49) S =10 O
nx(n-4) 0 1

Hieruit volgt, dat de LKK-schatter
o * -1 -1 * -1
(50) Xy = S[(AS) Qy (AS)) “(AS) Qy y

wordt verkregen middels het elimineren van de vier, bij
de coordinaten van P, en P; behorende, kolomvectoren
van de designmatrix A.

8. Verband met S-transformaties en schatbare
codrdinaten

We hebben tot nu toe gezien, dat de LKK-schatter X van
x onder model (1) niet uniek is als r, < n, dat iedere
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LKK-schatter x kan worden verkregen als oplossing van
het model (39), dat x geen MVZL-schatter is van x, dat
a*%x — met a € R{A*) — wel een MVZL-schatter is van
a*x, en dat a*X uniek is. Omdat a*x uniek is, is deze
schatter onafhankelijk van de gemaakte keuze voor c,
Q. en Si in model (39), mits uiteraard S! zo wordt ge-
kozen, dat SL*VL vierkant en regulier is.

Het lijkt een beetje omslachtig om voor de berekening
van een MVZL-schatter eerst een X te moeten berekenen
en dan pas a*X. We zullen echter laten zien, dat dit voor
één belangrijk speciaal geval niet hoeft. De schatter %,
van (30), welke wordt verkregen door model (39) op te
lossen met de keuze c=0 en Q. =0, is namelijk zelf een
MVZL-schatter. De LKK-schatter X, is echter geen
MVZL-schatter van x, maar van

(51) Xp = Pox, met Pl - vh(stfvh)lst

Eerst laten we zien dat x, inderdaad zuiver schatbaar is.
Daartoe moeten we aantonen, dat de kolomvectoren
van P} in de ruimte R(A*) liggen, zie Stelling I!l {i}. Nu
liggen de kolomvectoren van P} in R(A*) als zij lood-
recht staan op de ruimte N(A)=R(VL). Dus PVL=0
moet gelden. Dat dit inderdaad geldt, volgt uit de defini-
tie van P, in (51).

Uit Stelling Il (i) volgt dan dat de MVZL-schatter van
Px wordt gegeven door P.X. Met (42.a) volgt dan dat
PX =P, Tenslotte voigt dan met (30) dat %X;=PX,.
Dus de LKK-schatter

(52) %g = Psx0 = Ps)‘(

uit (30) is de MVZL-schatter van (51).

In voorbeeld 2 hebben we laten zien, dat voor een trian-
gulatienetwerk de transformatie

(53) x(l) = x+ Vit
werd gegeven door de gelineariseerde gelijkvormig-

heidstransformatie. Vermenigvuldigen we (53} nu voor
met {SL*V1)~1SL* en stellen we SL*x!V'=0, dan volgt:
(54) B A e

Vergelijken we (54) met (51), dan zien we dat x'"! iden-
tiek is aan x,. Dit laat zien, dat de transformatiematrix
P, van (51) een gelijkvormigheidstransformatie is en dat
de componenten van de zuiver schatbare vector x, als
{Cartesiaanse) coordinaten zijn te interpreteren. We kun-
nen dan ook spreken over schatbare codrdinaten. De
matrix P, heet de S-transformatie. De S-transformatie
maakt het dus mogelijk de in het algemeen niet zuivere
LKK-schatters % zo te transformeren, dat zuiver schat-
bare coordinaten worden verkregen.

Er bestaan net zoveel S-transformaties als er basismatri-
ces S! bestaan, waarvoor geldt dat S1*V1 vierkant en
regulier is. De S-transformatie bezit de volgende eigen-
schap

55 PP =P
59 5152 51

Voor meer informatie over de (geometrische} interpreta-
tie van de S-transformaties verwijzen we naar [5] en [6].

Vervolg voorbeeld 1
Twee toegestane keuzes voor de basismatrix S* in een
vrij waterpasnetwerk zijn:
) 5% = (0,0....0,1,0....0)
(56)
b) S5 = (Leeereeeenrennn 1)
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De bij keuze (56.a) behorende S-transformatie luidt dan:

1
_ - -1
Ps1 = In (1) ~(0,0 0,1,0. 0) ,
1
of
( 3
1 -1
: 0
.o=1
(57) P = 0
1 -1 1
0 .
-1 1
. Py

De bij keuze (56.b) behorende S-transformatie luidt:

1
P o= 1 - m N 1)
$2 n .
1
of
(p-1 -1 . . . . . . 1)
-1 n-1 . .
1 ..
(58) P = =
S2 n
. C
L -1 -1 . -1 n-1 |

Andere voorbeelden van S-transformaties voor één-,
twee- en driedimensionale netwerken en voor netwerken
op de bol en omwentelingsellipsoide kan men vinden in
respectievelijk [3], (4], [5] en [6].

9. Conclusies

In dit artikel hebben we het rangdefecte lineaire tweede
standaardvraagstuk besproken. We hebben laten zien,
dat iedere LKK-schatter X van x onder dit model voldoet
aan de normaalvergelijkingen (12). De LKK-schatter X is
niet uniek en kan worden gekarakteriseerd door X =
%o + V1t, waarbij X, een particuliere oplossing is van de
normaalvergelijkingen. ledere LKK-schatter X kan via het
zgn. rangdefecte model met gewogen minimumcondi-
ties (39) worden verkregen. De rang van de covariantie-
matrix Q; hangt af van de gekozen matrix Q.. De rang
van Q, is minimaal r, en maximaal n. De LKK-schatter
X is geen MVZL-schatter van x. De parametervector x is
niet zuiver schatbaar, maar bepaalde lineaire functies
van © = a*x van x zijn dat wel.

De MVZL-schatter van © = a*x wordt gegeven door
© = a*%, waarbij X iedere LKK-schatter van x mag zijn.
De schatter © = a*% van © = a*x is uniek en dus onaf-
hankelijk van de gewogen minimumcondities. De LKK-
schatter %, verkregen met de keuze Q, =0, is een
MVZL-schatter van P.x, waarbij P, de bij de gekozen
oneindig gewogen minimumcondities behorende S-
transformatie is. Daar in het geval van geodetische net-
werken de S-transformatie P, een (gelineariseerde) ge-
liikvormigheidstransformatie is, kan men spreken over
de schatbare codrdinaten xy, = Pgx. )
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De covariantiematrix van schatbare codrdinaten is sin-
gulier en dus niet inverteerbaar. Bij het met behulp van
coordinaten aansluiten van puntenvelden heeft men
echter de inverse van de covariantiematrix van de coor-
dinaten nodig. In het voigende artikel, getiteld ,,De aan-
sluitingsvereffening’’, zal o.a. worden besproken hoe
men genoemde singulariteiten adequaat kan verwerken.
(Dit artikel zal worden gepubliceerd in het juninummer
van NGT Geodesia.)
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